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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Aktuelle Ingenieurbauwerke sind auf Grund ihrer Komplexitit mit den klassischen manuellen
und vereinfachten Berechnungsmodellen nur eingeschrinkt abbildbar. Neben dem physikalischen
Experiment hat sich die numerische Simulation in den letzten Jahren als gutes Werkzeug fiir
den Ingenieur bei dem Entwurf und der Bemessung von Ingenieurbauwerken entwickelt. Neben
der exakteren Bemessung von einfachen Bauteilen wie Scheiben und Platten, die eine Kosten-
einsparung in der Ausfithrung bewirkt, hat sich die numerische Berechnung gerade im Bereich

komplexerer Aufgabenstellungen als vorteilhaft erwiesen.

Einer der wichtigsten Vertreter der numerischen Approximationsverfahren ist die Methode der
finiten Elemente. Mit Hilfe dieser Methode werden die verschiedensten Problemstellungen aus
dem Bauwesen, wie die Schnittgréfienermittlung in der Statik, die Berechnung von Grundwasser-
spiegelhdhen, die Simulation des Stofftransports im Grundwasser oder die Setzungsberechnung

von Gebéduden durchgefiihrt.

Der herkémmliche Ablauf bei der Anwendung der Finite-Elemente-Methode gliedert sich
in drei Teile: die Erstellung eines Modells, die Simulationsrechnung und die Auswertung der
Berechnungsergebnisse. Die Erstellung des Modells unterteilt sich wiederum in mehrere Teile.
Ausgegangen wird von einer Beschreibung des Problems in Form von Zeichnungen, CAD-Daten,
Messgroflen oder Sondierungsdaten. Bei kontinuierlichen Problemen ist eine Diskretisierung des
Systems, d.h. eine Aufteilung des Kontinuums in kleine Elemente, erforderlich. Bei einfachen
Problemstellungen ist eine manuelle Diskretisierung moéglich, wahrend bei komplexeren dreidi-
mensionalen und moglicherweise zeitabhingigen Systemen eine automatische Vernetzung erfor-

derlich ist.

Der numerische Aufwand in der Simulationsrechnung von grofien Finite-Elemente-Modellen
iibersteigt hdufig die Rechenleistung sowie den adressierbaren Speicher herkommlicher Rechner.
Spezielle Parallelrechner sowie zu einem virtuellen Grofirechner zusammengeschaltete Arbeits-
platzrechner bieten hier Abhilfe. Die parallelisierte Simulation erfordert eine Aufteilung des
Problems in gekoppelte Teilprobleme, die dann verteilt gleichzeitig berechnet werden. Bei der
Finite-Elemente-Berechnung ist hierfiir eine Partitionierung des FE-Netzes erforderlich, die in
der herkémmlichen Vorgehensweise im Anschluss an die Erzeugung des Netzes und vor der

Berechnung durchgefiihrt wird.



1 FEinleitung

1.2 Zielsetzung

Fiir die Durchfiithrung von Finite-Elemente-Berechnungen auf Parallelrechnern ist ein partitio-
niertes Netz notwendig. Die Teilnetze diirfen sich nicht {iberlappen und miissen an den Kanten
kompatibel sein. Kompatibel bedeutet hier, dass zwei Teilgebiete, die sich an einer Koppelkante
treffen, auf der Kante gleich viele Knoten und Elemente besitzen. Die Elemente miissen hierbei
auch mit den gleichen Ansatzfunktionen beschrieben werden.

Bei der Diskretisierung grofier Problemstellungen stellen der zur Verfiigung stehende sowie der
adressierbare Hauptspeicher eine Grenzen dar. Diskretisierungen mit einer grofleren Anzahl von
Elementen sind hier nicht mdéglich. Bei der sequentiellen Generierung von Netzen, die anschlie-
Bend partitioniert werden, besteht dieses Problem ebenfalls. Trotz der parallelen FE-Simulation
und des grofleren Speichers ist die Beherrschung groflerer Probleme mit dieser Vorgehensweise
nicht moglich.

In der hier vorliegenden Arbeit wird ein Ansatz zur parallelen Generierung von FE-Netzen
vorgestellt, mit dem automatisch partitionierte Netze erzeugt werden. Alternativ zur herkbmm-
lichen Vorgehensweise wird bei diesem Ansatz nicht ein komplettes Netz erzeugt und spiter
aufgeteilt, sondern es wird eine Partitionierung der Beschreibung des Problems vorgenommen
und anschlieend eine kompatible Vernetzung der Teilprobleme durchgefiihrt. Hierdurch erreicht
man, dass die Diskretisierung nie auf einem einzelnen Prozessor komplett vorliegen muss und so
auch wesentlich groflere Problemstellungen beherrschbar werden.

Die Anwendbarkeit der parallelen Netzgenerierung wird sowohl fiir zweidimensionale ebene
Tragwerke als auch fiir riumliche und zeitabhiingige Baugrund-Tragwerk-Strukturen untersucht.

Fiir die Diskretisierung von Baugrund-Tragwerk-Strukturen existieren zur Zeit keine umfas-
senden Software-Losungen. Im Rahmen dieser Arbeit wird daher nach Moéglichkeiten zur Ver-
netzung der Baugrundstruktur sowie der darin enthaltenen Griindungs- und Verbauelementen
gesucht. Hierbei werden sowohl spezielle Anforderungen aus der Finite-Elemente-Modellierung

des Systems als auch Anforderungen aus der Parallelisierung des Netzgenerators beriicksichtigt.

1.3 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 ist eine Zusammenstellung des Standes der Forschung und dient zur Einordnung der
Problemstellung. Hierbei wird ndher auf die Netzgenerierung, die Finite- Elemente-Methode, die
Gebietszerlequngsverfahren, die parallele Netzgenerierung und allgemein auf die Parallelisierung

von Problemstellungen eingegangen.

In Kapitel 3 wird die Vorgehensweise zur Generierung von Netzen erldutert. Hierbei werden
sowohl Algorithmen zur Netzgenerierung von Dreieck-, Viereck-, Tetraeder- und Hexaedernetzen

vorgestellt als auch die Moglichkeiten zur Verbesserung von Diskretisierungen dargestellt. Algo-
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1.3 Aufbau der Arbeit

rithmen zur Netzverfeinerung werden erlautert und eine geometrische Qualitdtsbeschreibung der

Diskretisierungen wird untersucht.

Der Ansatz zur parallelen Netzgenerierung wird in Kapitel 4 vorgestellt. Hierbei wird auf
die notwendige Darstellung der Geometrie, die Teilung des Problems, die Geometrieverarbeitung

und auf Lastverteilung eingegangen.

Kapitel 5 dient der Erlduterung der Netzgenerierung fiir geotechnische Systeme. Detail-
liert wird hierbei auf die Projektionstechnik, den Einbau von Bauteil-Elementen und auf Rand-
und Ubergangsbedingungen eingegangen. Beim Einbau von Bauteil-Elementen werden spezielle

Losungen fiir die Parallelisierung vorgestellt.

Auf die Objektorientierte Modellierung des Systems wird in Kapitel 6 eingegangen. Hierbei
wir das Augenmerk auf die Teilmodelle CAD-Modell, Geometrie-Modell und Finite-Elemente-
Modell gelegt. Geometrisch sortierte Datenstrukturen werden fiir den Anwendungsfall Baugrund-

Tragwerk-Struktur untersucht und die Implementierung des Systems wird erldutert.

In Kapitel 7 wird die Leistungsfihigkeit der parallelen Netzgenerierung an zwei Beispie-
len demonstriert: Das eine Beispiel ist eine zweidimensionale Hochbauplatte mit eine grofien
Aussparung der Liederhalle in Stuttgart. Das anderen Anwendungsbeispiel ist die rdumliche
Diskretisierung der Grindung und des Baugrubenverbaus des TREPTOWERS in Berlin.

Kapitel 8 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf Moglich-
keiten der Weiterfithrung der Arbeit.
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2 Stand der Forschung

2.1 Netzgenerierung

Die Beschreibung vieler physikalischer Phinomene ist mit Hilfe von Differentialgleichungen
moglich, die in der Regel nur fiir Sonderfille exakt gelost werden konnen. Zur numerischen
Losung dieser Gleichungen gibt es eine Reihe von Verfahren wie z.B. die Finite-Differenzen-
Methode, die Rand-Elemente-Methode oder die Finite-Elemente-Methode. Bei kontinuierlichen
Systemen ist eine Diskretisierung des Systems zur Anwendung dieser Methoden erforderlich.
Diskretisierungen lassen sich in drei Arten klassifizieren: strukturierte Netze, unstrukturierte
Netze und hybride Netze.

a) b) C)
__//\\
L] _— —_—

Abbildung 2.1: a) Strukturiertes Netz, b) Unstrukturiertes Netz, ¢) Hybrides Netz

2.1.1 Strukturierte Netze

Strukturierte Netze werden durch die folgende Definition beschrieben:

Definition 1 Ein Elementnetz wird als strukturiert bezeichnet, wenn an allen inneren Knoten

des Netzes reguldr sind.
Ein regulidrer Knoten wird wie folgt definiert:

Definition 2 FEin Knoten wird als requldr bezeichnet, wenn die Anzahl der an ihn grenzenden
Elemente die optimale Anzahl ist. Die optimale Anzahl von Elementen ergibt sich aus Tabelle
2.1.

Bei strukturierten Netzen ist, wie in Abbildung 2.1 a) dargestellt, die Anzahl der an einen
Knoten angrenzenden Elemente fiir jeden inneren Knoten gleich und entsprechend der optimalen
Anzahl.

Strukturierte Netze konnen aus ein-, zwei- oder dreidimensionalen Elementen bestehen. Die

Eckpunkte der Elemente liegen in einer strukturierten Ordnung vor. Eine Abbildung des Netzes
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2 Stand der Forschung

Element-Typ | optimale Element-

anzahl je Knoten

Dreieck 6
Viereck 4
Tetraeder 24
Hexaeder 8

Tabelle 2.1: Reguldre Punkte: Optimale Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Elemente

auf ein Netz mit regelmiBigen Elementen ist moglich. Fiir ein Netz aus Viereckelementen ist die

Abbildung auf ein Netz mit regelmifligen Rechtecken in Abbildung 2.2 dargestellt.

a) b)
I B o ey SN
/

Abbildung 2.2: a) Strukturiertes Netz, b) Abbildung des strukturierten Netzes

2.1.1.1 Algebraische Methode

Die algebraische Vorgehensweise bei der Generierung strukturierter Netze funktioniert fiir zwei-
dimensionale Systeme. Eine Anwendung der Technik auf dreidimensionale Gebilde ist aktueller
Forschungsgegenstand. Um mit dieser Methode die Netze zu generieren, wird die Geometrie
auf ein Einheitsviereck projiziert und mit Hilfe von Interpolationsfunktionen, vergleichbar mit
den Formfunktionen, zerlegt. Aufgrund der Abbildung ist eine Vernetzung nur von einfachen

Geometrien moglich. Das Verfahren ist durch seine Einfachheit sehr effizient [Banks 1995].

Abbildung 2.3: Abbildung der Geometrie auf ein FEinheitsviereck, Elementierung



2.1 Netzgenerierung

2.1.1.2 Netzgenerierung durch Lésung partieller Differentialgleichungen

Die Generierung von strukturierten Netzen durch die Losung partieller Differentialgleichungen
ist fiir zwei- und dreidimensionale Gebiete mdoglich. Der Grundgedanke der Methode liegt in der
Definition einer Differentialgleichung, wie z.B. der Poisson Gleichung fiir kartesische Koordina-
ten in Gebietskoordinaten, deren Losung auf dem Gebietskoordinatensystem das zu erzeugende
Netz in kartesischen Koordinaten ist. Hierbei muss eine analytische Losung fiir die Differenti-
algleichung moglich sein. Diese ist in den meisten Féllen nur fiir einfache Geometrien, wie z.B.
Rechtecke, moglich.

Elliptische Differentialgleichungen werden zur Vernetzungen von berandeten Gebieten ver-
wendet, wihrend hyperbolische und parabolische Differentialgleichungen zur Vernetzung unbe-
randeter Gebiete verwendet werden [Filipiak 1996].

Die Qualitéit der Netze, die mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen ermittelt wurden,
ist besser, als die Qualitiat der Netze, die durch Interpolationsfunktionen ermittelt wurden. Der

Aufwand zur Generierung des Netzes ist jedoch wesentlich hoher.

2.1.1.3 Multiblock

Die beiden dargestellten Algorithmen zur globalen Generierung von strukturierten Netzen
konnen nur einfache Geometrien vernetzen. Zur Vernetzung komplizierterer Geometrien bietet
die Multiblock-Methode die Moglichkeit, die Geometrie in einfachere, vernetzbare Teilgeome-
trien zu zerteilen, um diese dann hinterher mit einer der oben beschriebenen Vorgehensweisen
zu vernetzen. Eine Anwendung des Verfahrens ist sowohl fiir zweidimensionale Dreieck- und
Vierecknetze als auch fiir dreidimensionale Tetraeder- und Hexaedernetze moglich. Bei Dreieck-
und Tetraedernetzen weisen die Elemente an den Teilungslinien bzw. -flichen eine schlechtere
Qualitdt auf. Die betroffenen Knoten kénnen unter Umstinden sogar irregulir sein.

Die Geometrie wird in vernetzbare Teilgebiete aufgeteilt, die Blocks genannt werden. Diese
Blocks werden nach dem Generieren der Teilnetze zum Multiblock zusammengefasst. Hierbei ist
auf Kompatibilitit an den Verbindungskanten der Teilnetze zu achten.

Eine Automatisierung des Aufteilungsprozesses ist nur teilweise moglich. Ein
Ansatz  hierfiir ist die Mittelachsen- bzw. Mittelflichentechnik [Price u. a. 1995],
[Price und Armstrong 1997] oder die Aufteilung unter Verwendung des eingeschlossenen
Voronoi Graphen [Sheffer u. a. 1998]. In den meisten Féllen ist jedoch eine Steuerung der
Aufteilung durch den Nutzer notwendig. Diese Notwendigkeit tritt besonders bei den Son-
derfillen des Multiblock-Verfahrens, den O-, C- und H-Typ-Netzen, auf. Diese Typen von
Netzen werden durch Zusammenlegen von jeweils zwei Knoten zu einem Netzknoten aus
regelméfligen Rechtecknetzen erzeugt. Verwendet werden diese Typen von Netzen um Loicher
zu generieren, ohne Knoten zu erhalten, an denen die Anzahl der angrenzenden Elemente nicht
der iiblichen Anzahl entspricht. Die Buchstaben-Namen O fiir O-Typ, C fiir C-Typ und H fiir
H-Typ entsprechen jeweils der Form der Netze.
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Abbildung 2.4: Multiblock: O-Typ Netz

Abbildung 2.5: Multiblock: C-Typ Netz

=
N
=
N

Abbildung 2.6: Multiblock: H-Typ Netz

2.1.2 Unstrukturierte Netze

In unstrukturierten Netzen ist die Anzahl der Nachbarknoten bzw. Nachbarelemente fiir die ein-
zelnen Knoten unterschiedlich (Abbildung 2.1 b)). Eine wesentlich grofiere Flexibilitat in Hinsicht
auf die Anpassung an die Geometrie als auch bei Verfeinerungen zeichnen unstrukturierte Netze
im Vergleich zu strukturierten Netzen aus. Die beiden wichtigsten Methoden zur Erzeugung un-
strukturierter Netze sind die Advancing-Front Methode und die Delaunay Triangulierung. Die
Algorithmen sind in Abschnitt 3.1 dargestellt.

2.1.3 Hybride Netze

Hybride Netze bestehen aus verschiedenen Elementarten. Zur Erzeugung dieser Netze werden
Vorgehensweisen der strukturierten und der unstrukturierten Netzgenerierung kombiniert. Zwei-
dimensionale Netze bestehen aus Dreiecken und Vierecken, dreidimensionale Netze aus Tetra-

edern und Hexaedern (Abbildung 2.1 c)). Die resultierenden Netze sind daher unstrukturiert.
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Hybride Netze bieten im Vergleich zu strukturierten Netzen eine wesentlich grofiere geometrische
Flexibilitat. Ein weiterer Vorteil hybrider Netze liegt in der geringeren Anzahl an Elementen, die
die Netze aufweisen [Shaw 1999]. Zur Erzeugung hybrider Netze gibt es verschiedene Algorith-
men. [Owen 1999] stellt ein Verfahren zur Erzeugung hexaeder-dominanter Netze vor, das auf
Basis eines Vierecknetzes auf der Geometrieoberfliche eine Tetraedervernetzung durchfiihrt und
diese dann in das hybride Netz konvertiert. [Thompson und Soni 1999] erzeugen viereck- und
hexaeder-dominante Netze. Hierbei wird ausgehend von strukturierten Netzen durch Glittung
sowie Einfiigen und Loéschen von Kanten und Elementen eine Anpassung an die Geometrie vor-

genommen.

2.2 Finite-Elemente-Methode

Die Methode der Finiten Elemente gehort zu den wichtigsten und am hiufigsten verwendeten
numerischen Lésungsverfahren zur Losung von Differentialgleichungen im Bauwesen. Entwickelt
wurde die Methode zur Losung stukturmechanischer Problemstellungen, fiir die es im Allgemei-

nen keine analytische Losung gibt.

Bei den zu berechnenden Systemen unterscheidet man zwischen kontinuierlichen und dis-
kreten Systemen. Diskrete Systeme haben eine endliche Anzahl von Teilsystemen mit jeweiligen
Zustandsgroflen, die aus einer algebraischen Beschreibung berechnet werden konnen. Die Auftei-
lung des Systems in kleine Teilsysteme, auch Elemente genannt, ist durch das System vorgegeben.
In diesen Elementen lassen sich die Zustandsgrofien exakt darstellen [Betten 1997]. Im Bauwesen
sind Beispiele fiir diskrete Systeme Fachwerke oder Rahmen. Kontinuierliche Systeme lassen sich
nur durch Differentialgleichungen beschreiben. Die Zustandsgréflen sind an jeder Stelle unter-
schiedlich. Eine Diskretisierung kontinuierlicher Systeme, d.h. eine Zerlegung in kleine Elemente,
ist daher notwendig. Fiir diese Elemente lassen sich dann Gleichungen aufstellen. Innerhalb der
Elemente kann die mechanische Theorie teilweise exakt simuliert werden. Durch die Ubergiinge
zwischen den Elementen, an denen Unstetigkeiten und Spriinge in den Zustandsgroflen vorkom-
men, entsteht ein Fehler in der Berechnung. Die Genauigkeit der Berechnung hingt daher unter

anderem von der Diskretisierung des Systems ab.

Auf die ermittelten diskreten Elemente wird die jeweils zutreffende mechanische Theorie
angewendet. Die Losung des Systems wird im Zusammenwirken aller diskreten Elemente unter

Beriicksichtigung von Rand- und Ubergangsbedingungen berechnet.

Die Finite-Elemente-Methode ist, mit Ausnahme der Losung diskreter Systeme, aufgrund
der notwendigen Diskretisierung und der Interpolation innerhalb der Elemente, ein Approxima-
tionsverfahren. Die Ergebnisse der Berechnung sind in Abhéngigkeit von der Diskretisierung mit
Fehlern behaftet. Mit Hilfe adaptiver Verfahren ist eine automatische Minimierung des Appro-
ximationsfehlers moglich [Olden 1998].
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2.2.1 Allgemeines Vorgehen

Zur Darstellung der Vorgehensweise der Finite-Elemente-Methode wird vereinfachend von einem
linearen System ausgegangen.

Die allgemeine Vorgehensweise gliedert sich in folgende Schritte:

Schritt 1: Diskretisierung des Systems: Das System wird geometrisch in kleine Elemente
analog zu den zu wiahlenden Ansatz- und Formfunktionen und der mechanischen Theorie
zerlegt. Hierbei wird die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems von unendlich auf eine
endliche Anzahl reduziert [Zienkiewicz 1975]. Geometrie und Materialiiberginge sind bei
der Diskretisierung zu beachten. Unter Umsténden ist eine Niherung der Geometrie, wie

z.B. bei Kreisbégen, notwendig.

Schritt 2: Ermittlung der Elementmatrizen: Die Ansatzfunktionen fiir jedes Element zur
Interpolation der Systemgréfien und der Geometrie werden unter Beriicksichtigung der
Stetigkeitsanforderungen der Variationsaufgabe ausgewihlt. Mit Hilfe des Extremalprin-
zips wird die gewdhlte Ansatzfunktion in das Funktional eingesetzt. Hierdurch entsteht
eine Funktion, die aus Gebiets- und Randintegralen besteht. Ein Teil der Gebietsintegrale
ergibt die Elementsteifigkeitsmatrix, wihrend die restlichen Integrale die Randbedingun-
gen beschreiben. Als Beispiel fiir eine solche Funktion ist hier die Funktion einer Scheibe
[Girkmann 1954] dargestellt:

B = /5@a(—qa—Eaﬁ7%W) dA
A

~ v

Elemer:;matri:v
- / 90 (n*? — 2P Yng dT,,
Ty

v

statische Randbedingung

- /56a(n0"8 — 2%)ng dly = 0 (2.1)
Lo

~ /
-~

geometrische Randbedingung

Eine symbolische Losung der Integration ist nur in einfachen Fillen moglich, in schwierige-

ren Fillen ist daher eine numerische Integration z.B. nach Gauf§ [Bathe 1990] notwendig.

Schritt 3: Zusammenbau des Gesamtsystems: Die vorher berechneten Elementmatrizen
werden zu einer Gesamtmatrix fiir das gesamte System unter Beriicksichtigung der Koppel-
und Ubergangsbedingungen zwischen den einzelnen Elementen superponiert. Die Gesamt-

matrix ist zu diesem Zeitpunkt singulér.
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2.2 Finite-Elemente-Methode

Schritt 4: Einarbeitung von Rand- und Ubergangsbedingungen: Nachdem die Gesamt-

matrix K aufgestellt wurde, wird im nichsten Schritt das Gleichungssystem der Form

ol K-v=F sl (2.2)

zusammengebaut. v ist hierbei der Unbekanntenvektor und F' der Rechteseitevektor mit
den Belastungen des Systems. Die aus den oben beschriebenen Anteilen der Integrale der
Randbedingungen berechneten Vektoren werden in den Vektor F' eingebaut. Freiheitsgrade
mit vorgegebenen Werten, wie z.B. vorgegebene Verschiebungen bei Aufgabenstellungen
aus dem Bereich der Strukturmechanik oder vorgegebene Wasserhéhen bei Problemstel-
lungen aus dem Bereich der Stromungsmechanik, und Belastungen des Systems sind analog
zur Diskretisierung entsprechend den gewihlten Ansatzfunktionen in den Vektor v einzu-
bauen. Zeilen und Spalten, bei denen der zugehorige Wert des Vektors v Null ist, werden

gestrichen. Das Gleichungssystem ist nun losbar.

Schritt 5: Losung des Gleichungssystems: Zur Losung des Gleichungssystems stehen eine
Reihe von Algorithmen zur Verfiigung. Bei der Auswahl des Gleichungslosers sind die Ei-
genschaften des Gleichungssystems zu beriicksichtigen. Bei linearen Gleichungssystemen
konnen direkte Loser, wie z.B. der GaufB-Algorithmus oder der Cholesky-Algorithmus,
Iterative Loser, wie z.B. Jacobi-Verfahren oder GaufB-Seidel-Verfahren, oder Semi-
Iterative Verfahren, wie das Gradientenverfahren, verwendet werden [Bronstein 1997].
Bei nichtlinearen Gleichungssystemen stehen z.B. das Newtonsche Verfahren, das
nichtlineare Gauf-Seidel-Verfahren oder das nichtlineare CG-Verfahren zur Verfiigung
[T6rnig und Spellucci 1988].

Schritt 6: Elementweise Berechnung der Unbekannten: Nachdem der primére Unbekann-
tenvektor v bestimmt wurde, werden hieraus die sekundiren Gréfien innerhalb der Elemen-
te, wie z.B. Schnittgroflen bei Aufgabenstellungen aus dem Bereich der Strukturmechanik
oder Durchfliisse bei Problemstellungen aus dem Bereich der Strémungsmechanik, sowie
die noch fehlenden Werte der rechten Seite F' berechnet.

2.2.2 Bedingungen fiir die Netzgenerierung

Fiir die Netzgenerierung ergeben sich aus der Methode der Finiten Elemente eine Reihe von
Bedingungen. Zum einen wird die Form der Elemente und die Anzahl der Knoten je Element
vorgegeben. Des weiteren bestimmt die Finite-Elemente-Berechnung die Gréfle der Elemente

bzw. Stellen mit notwendigen Verfeinerungen des Netzes.
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2.2.2.1 Elemente

Bei der Verwendung der Methode der Finiten Elemente ist, wie oben beschrieben, eine Diskreti-
sierung der Geometrie notwendig. Diese Diskretisierung geschieht durch eine Zerlegung in kleine,
der mechanischen Theorie geniigenden Elemente.

In Abschnitt 2.2.1 wurden die zu losenden Flichen- und Randintegrale beschrieben. Die-
se Integrale werden elementweise gelost. Hierfiir ist eine Interpolationsfunktion innerhalb der
Elemente notwendig. Als Interpolationsfunktionen werden hiufig Polynome verwendet.

Das Pascalsche Polynomschema ist ein einfaches Hilfsmittel zur Auswahl der notwendigen

Polynomterme.
n n? n*
¢ &n &n? 1k
& &%n &%’ &’
(2.3)

¢ &n &n? &’

Fiir eindimensionale Elemente werden nur Terme mit einer Unbekannten verwendet. Dies
kann durch die Auswahl der ersten Spalte oder Zeile des Polynomschemas geschehen. Bei zwei-
dimensionalen Elementen sind zur Interpolation zwei Unbekannte notwendig. Fiir rechteckige
Elemente ist die Auswahl eines rechteckigen Abschnitts, fiir dreieckige Elemente die Auswahl
eines dreieckigen Abschnitts des Polynomschemas notwendig. Untere Polynomglieder diirfen
hierbei nicht weggelassen werden.

Als Beispiel ist hier das Polynom fiir ein Dreieckelemente mit sechs Knoten angegeben. Zur
Beschreibung des Elementes sind sechs Polynomterme notwendig, weshalb die quadratischen

Anteile mitgenommen werden miissen:
o' = 'y 4 a'y€ + a'yn + 0’ € + a'sén + dlgr?

Die Auswahl der verwendeten Polynomterme hingt von verschiedenen Anforderungen ab
[Meifiner und Menzel 1989]:

Anforderung 1: ITm Inneren der Elemente miissen die Ansatzfunktionen stetig sein.

Anforderung 2: Benachbarte Elemente miissen auf der Kante die gleichen Ansétze und gleich

viele Knoten besitzen, d.h. sie miissen kompatibel sein.

Anforderung 3: Das mechanische Problem muss durch den Ansatz richtig abgebildet werden
kénnen. Dies bedeutet, dass z.B. Starrkérperverschiebungen bei der Deformationsmethode

moglich sein miissen.

Anforderung 4: Die Geometrie des zu approximierenden Korpers soll moglichst gut abgebildet

werden konnen.
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Anforderung 5: Niedrige Polynomglieder diirfen nicht weggelassen werden, d.h. die Ansatzfunk-

tion muss vollstindig sein.

Anforderung 6: Die Ansatzfunktionen miissen in der Regel ableitbar sein. Je nach Problem-
stellung miissen mehrere Ableitungen der Ansitze gebildet werden kénnen. Die hochste

notwendig zu bildende Ableitung darf konstant sein.

Anforderung 7: Die aus den Ansatzfunktionen berechneten Formfunktionen miissen linear un-

abhéngig voneinander sein.

Anforderung 8: Die Ansatzfunktion muss invariant gegeniiber Drehung des Koordinatensystems

sein.

Die Diskretisierung selbst erzeugt durch die verwendeten Ansatzfunktionen einen Fehler. Der
Approximationsfehler ergibt sich entsprechend der Taylorreihe aus den abgeschnittenen Gliedern

des Terms. Fiir ein eindimensionales Element sieht das Polynom folgendermaflen aus:

o' =a a4 a8 + a8 a5l + (2.4)

Ansatz funktion Fehler

Bei der Auswahl von nur vier Polynomgliedern (kubischer Ansatz) wiirde das Polynom an der
gestrichelten Linie abgeschnitten. Den Approximationsfehler erhilt man aus dem abgeschnitte-

nen Teil des Polynoms und ist in diesem Fall vom Grad &*.

2.2.2.2 Randbedingungen

Mit den bisher beschriebenen Moglichkeiten l&sst sich die innere Funktionsweise eines Systems
beschreiben. Die innere Funktionsweise ist immer eine Systemantwort auf die von aufien einge-
brachten Bedingungen, auch Randbedingungen genannt. Randbedingungen sind an das System
von auflen aufgebrachte Zustandsgrofien.

Bei der Diskretisierung von Systemen fiir die Finite-Elemente-Berechnung sind die Rand-
bedingungen des Systems mit den Elementen und Knoten des resultierenden Netzes, wie in
Abschnitt 2.2.1 beschrieben, zu verbinden. Prinzipiell unterscheidet man zwischen den wesent-
lichen und den natiirlichen Randbedingungen.

Wesentliche und natiirliche Randbedingungen lassen sich jeweils noch einmal in homogene
und inhomogene Randbedingungen unterteilen. Homogen bedeutet in diesem Fall, dass der Wert
der Randbedingung Null ist, wihrend der Wert bei inhomogenen Randbedingungen ungleich Null

ist.

Wesentliche Randbedingungen werden in der Literatur [Schwarz 1991] auch als Dirichlet-
sche Randbedingungen bezeichnet. Aufgrund der fiir diese Arbeit verwendeten Anwendungsbei-

spiele werden hier die Randbedingungen der Deformationsmethode beschrieben. Bei der Anwen-
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statische Randbedingung
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Abbildung 2.7: Randbedingungen am Beispiel Balken

dung der Deformationsmethode sind die wesentliche Randbedingungen geometrische Randbe-
dingungen.

Geometrische Randbedingungen sind definiert als vorgegebene Deformationen an bestimm-
ten Stellen des Systems. Beispiele hierfiir sind Auflagerreaktionen, wie Lager, Einspannungen
oder vorgegebene Lagerabsenkungen (siehe Abbildung 2.7), die als vorgegebene v; = x in der
Gleichung 2.2 zu sehen sind.

In das Gleichungssystem lassen sich homogene wesentliche Randbedingungen (v; = 0) leicht
einbauen. Hierfiir wird normalerweise die Zeile und Spalte des entsprechenden Freiheitsgrades
der Matrix und der rechten Seite gestrichen. Inhomogene wesentliche Randbedingungen sind
schwieriger in das Gleichungssystem einzubauen. Ein vorgegebener Wert fiir den Losungsvektor,
wie z.B. eine vorgegebene Stiitzenabsenkung, miissen durch Umformen des Gleichungssystems
auf die rechte Seite gebracht werden.

Fiir die Netzgenerierung bedeuten diese Randbedingungen, dass an den Stellen der beabsich-
tigten Lagerung Knoten des Elementnetzes vorhanden sein miissen. In einem Nachlauf nach der
Netzgenerierung ist eine Zuordnung der vorgegebenen Deformationen zu den Freiheitsgraden

notwendig.

Natiirliche Randbedingungen werden hiufig auch Cauchy Randbedingungen genannt. Der
homogene Fall der Cauchy Randbedingung wird als Neumannsche Randbedingung bezeichnet.
Bei der Verwendung der Deformationsmethode sind die natiirlichen Randbedingungen die sta-
tischen Randbedingungen.

Statische Randbedingungen sind vorgegebene rechte Seiten (F; = z) in der Gleichung 2.2.
Knoten ohne Belastung und Lagerung lassen sich als Knoten mit statischer homogener Rand-
bedingung beschreiben. Hierbei ist F; = 0.

Die Beriicksichtigung der natiirlichen Randbedingungen sind in Bezug auf die Netzgenerie-
rung komplizierter. An Stellen mit punktférmigen natiirlichen Randbedingungen sind Knoten

in das Netz einzufiigen und eine Verbindung zu den Randbedingungen herzustellen.
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Bei linienférmigen Belastungen ist z.B. bei Scheibenproblemen der 2. Term der Gleichung

2.1 auszuwerten. Die Lésung des Integrals [ dt,(n®® — 2% )ng dl, ist hierfiir notwendig. Das

Ergebnis wird auf die Knoten verteilt. Hierfii; ist zur Integration die Formfunktion beziiglich des
Randes der betroffenen Elemente zu beriicksichtigen. Die Formfunktion beziiglich des Randes
ist immer eine Dimension geringer als die des Elementes. So ist z.B. fiir eine Linienlast bei der
Verwendung von Viereckelementen mit quadratischem Ansatz eine eindimensionale quadratische

Formfunktion zu wéahlen.

2.2.2.3 Adaptivitat

Unter Adaptivitdt in Bezug auf die Finite-Elemente-Methode versteht man ein Anpassen der
Diskretisierung an die Qualitéit der Losung. Die Qualitiit einer Finite-Elemente-Simulation hingt
von der verwendeten Diskretisierung ab. Mit Hilfe von Fehlerindikatoren und Fehlerestimatoren
kann die Giite der Simulation abgeschétzt werden.

Fehlerestimatoren wurden zur Abschitzung der Qualitit im gesamten Berechnungsgebiet
entwickelt. Fiir die Verfeinerung und Optimierung von Finite-Elemente-Netzen ist der lokale

Fehler von Interesse. Dieser wird von Fehlerindikatoren angezeigt.

Fehlerindikatoren: Zur Berechnung des Fehlers einer Niherungslésung ist der Vergleich mit
der exakten Losung notwendig. Fehlerindikatoren gehen den Weg, aus der Berechnung eine

verbesserte Losung zu ermitteln und damit die Naherungslosung zu vergleichen.

Zienkiewicz/Zhu-Fehlerindikator: Bei dem Fehlerindikator nach Zienkiewicz/Zhu-
Fehlerindikator [Zienkiewicz und Zhu 1991] wird eine Interpolation der Schnittgrofien iiber die

Elemente in einem Knoten vorgenommen.

Zustandsgrofle
A

— exakte Losung
- - FE-L6sung
interpolierte Losung

Abbildung 2.8: Interpolation einer Zustandsgrofie nach Zienkiewicz/Zhu

Die Interpolation einer Zustandsgréfie mit linearer Ansatzfunktion fiir den eindimensionalen

Fall ist in Abbildung 2.8 dargestellt. Eine Verbesserung der interpolierten Losung gegeniiber der
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Finite-Elemente-Losung ist klar zu erkennen. Der Fehlerindikator an einem Knoten ergibt sich

dann aus der Differenz der interpolierten Lésung und der Finite-Elemente-Losung.

Meifiner-Wibbeler-Fehlerindikator: Der Meifiner-Wibbeler-Fehlerindikator
[Meifiner und Wibbeler 1990] berechnet aus den Spriingen der Finite-Elemente-N&herung
fehlerhafte Rand- und Ubergangsbedingungen, die als Fehlerlasten interpretiert werden kénnen.

Aus einer patchweisen Betrachtung wird die verbesserte Losung zum Vergleich mit der Finite-
Elemente-Approximation gewonnen. Das Modell wird patchweise verfeinert und so erhilt man
einen lokal verbesserten Verlauf der Losung.

Ein Elementpatch besteht aus allen Elementen, zu denen der zu betrachtende Knoten, fiir
den der Fehlerindikator berechnet werden soll, gehort. Fiir diese Elemente wird dann eine Ver-
feinerung nach der h—Version oder p—Version entsprechend Abschnitt 2.2.2.4 vorgenommen. Bei

der verfeinerten Berechnung werden die Fehlerlasten mit angesetzt.

Babushka-Fehlerindikator: Der Babushka-Fehlerindikator berechnet das Fehlermaf} aus
den Spriingen der Zustandsgréflen an den Elementkanten. Die Residuen der einzelnen Zustands-
groflen werden analog zur ersten Variation des Gesamtpotentials unter Beriicksichtigung der
Fehlerlasten entlang der Elementkante aufintegriert und gewichtet und so zu dem Fehlerindika-

tor zusammengefasst.

2.2.2.4 Adaptive Strategien

Die Fehlerindikatoren geben Auskunft iiber die Qualitit der Finite-Elemente-Simulation an be-
stimmten Stellen des Systems. Zur Minimierung des Fehlers sind adaptive Strategien zur Ver-
besserung des Netzes notwendig. Zum einen ist es moglich das Netz neu zu generieren, zum

anderen kann eine Verbesserung der bestehenden Diskretisierung durchgefithrt werden.

Neugenerierung: Die Diskretisierung wird komplett verworfen. Aus der erhaltenen Fehler-
verteilung werden Annahmen fiir die Elementgrofienverteilung fiir das neu zu erstellende Netz
getroffen. Das Netz wird anhand dieser Annahmen, wie in Abbildung 2.9 dargestellt, neu gene-
riert. Durch Interpolation ist eine Zuordnung der im ersten Schritt berechneten Zustandsgrofien
des Systems zu dem neuen Netz moglich. Hierdurch lisst sich der Rechenaufwand z.B. bei der
Gleichungslosung mit iterativen Losern bei der Finte-Elemente-Berechnung minimieren. Eine
Reduzierung der Anzahl der Elemente an Stellen mit kleinem, fast verschwindenden Fehler wird

automatisch durchgefiihrt.

h—Version: Die h—Version ist eine Methode zur Anpassung eines bestehenden Netzes an die
ermittelte Fehlerverteilung. Hierbei werden entsprechend der Verteilungsfunktion, die aus der
Fehlerverteilung resultiert, in das Netz an Stellen mit groem Fehler feinere Elemente eingefiigt.

Hierdurch erhoht sich die Anzahl der Elemente. An den Ubergingen zwischen Regionen mit
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2.2 Finite-Elemente-Methode

Abbildung 2.9: Neugenerierung des Netzes unter Beachtung der Fehlerverteilung

kleineren und groBeren Elementen sind Ubergangselemente mit einer von der iiblichen Anzahl
abweichenden Anzahl von Knoten je nach Vorgehensweise notwendig. An Stellen mit geringem
Fehler wird standardmifig keine Veréinderung vorgenommen. Um hier Vergroberungen des Net-

zes zu bekommen ist eine komplizierte und zeitaufwendige Prozedur notwendig.

C) P R —Y b)

Abbildung 2.10: h—Version, a) Ausgangsnetz, b) mit Ubergangselementen, ¢) mit reqularen Ele-

menten

p—Version: Die p—Version ermoglicht eine Verringerung des Fehlers in der Finite-Elemente-
Berechnung ohne Anderung der Lage der Elemente. Der Polynomgrad der Ansatzfunktionen
der betroffenen Elemente wird erhoht. Hierdurch entstehen neue Knoten und die Anzahl der
Freiheitsgrade steigt. Eine neue Netzgenerierung ist hierfiir nicht notwendig. Der numerische
Aufwand innerhalb der Finite-Elemente-Analyse steigt dafiir stirker an als bei den anderen
Methoden.

Abbildung 2.11: p—Version
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r—Version: Die Verschiebung der Knoten ist Grundgedanke der r—Version. Fiir diese Verschie-
bung ist ebenfalls die Fehlerverteilung notwendig. Die Knoten werden entlang des Gradienten
der Fehlerverteilung zu Stellen mit schlechterem Fehler verschoben. Dieses Vorgehen ist bei
komplizierten Geometrien recht aufwendig. Ein maximaler Gesamtfehler ist durch die Anzahl
der Freiheitsgrade des Systems vorgegeben. Da keine weiteren Freiheitsgrade in das System
eingefithrt werden, kann bei dieser Art der Optimierung nur der Fehler auf ein gewisses Maf}
reduziert werden. Durch die konstante Anzahl an Freiheitsgraden erh6ht sich der Aufwand der

Finite-Elemente-Berechnung im Gegensatz zu den anderen Versionen nicht.

Abbildung 2.12: r—Version

2.3 Gebietszerlegungsverfahren

Die im Abschnitt 2.2 beschriebene Methode der Finiten Elemente hat sich in den letzten Jahren
zur numerischen Simulation von Ingenieurproblemstellungen als geeignet erwiesen. Bei der Ver-
wendung der im Abschnitt 2.6 beschriebenen Parallelrechner existieren zwei Vorgehensweisen

zur Parallelisierung, die beide auf einer Gebietszerlegung basieren:

Implizite Partitionierung: Bei der impliziten Partitionierung wird das komplette Glei-
chungssystem der Form K - v = F aufgestellt und dann, wie in Abbildung 2.13 dargestellt,
auf die Prozessoren verteilt und parallel gelost. Hierfiir ist ein hoher Kommunikationsaufwand

notwendig. Das Aufstellen des Gleichungssystems wird meist sequentiell durchgefiihrt.

AN

Abbildung 2.13: Implizite Partitionierung
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Explizite Partitionierung: Bei der expliziten Partitionierung wird das Netz, wie in Ab-
bildung 2.14 demonstriert wird, zerteilt. Jeder Prozessor erhilt ein Teilnetz, fiir das er das

Gleichungssystem aufstellt.

Prozessor 2

o——o Koppelung der Knoten

KK : K Ve fe
k” k] k[ K k| k* v £
K| K K’ v £
K* K kKl ke ] . v = [°
K K K v £9
Kk [k K k] Kk k] k= v £
K K K K v £

Abbildung 2.14: Substruktur- Technik

Ein Verfahren, welches hierfiir gut geeignet ist, ist die Substruktur-Technik. Diese wurde ent-
wickelt, um Problemstellungen, die zu grof} fiir den Hauptspeicher waren, mit Hilfe der Finiten
Elemente in mehreren Schritten zu l6sen. Bei der Finite-Elemente-Berechnung auf einem Paral-
lelrechner berechnet jeder Prozessor entsprechend der Substrukturtechnik das Gleichungssystem

fiir die ihm zugewiesenen Elemente. Knoten entlang der Teilungsgrenzen bezeichnet man als Kop-
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pelknoten und sind auf jedem Prozessor vorhanden, der ein Element mit einem Koppelknoten
besitzt.

Folgende Schritte sind bei der parallelen Berechnung erforderlich:

Schritt 1: Aufstellen und Losen des Gleichungssystems mit Dirichletscher Randbedingung an
den Koppelknoten

Schritt 2: Aufstellen des Koppelknotensystems
Schritt 3: Berechnen des Koppelknotensystems

Schritt 4: Berechnung im Inneren der Teilgebiete unter Beriicksichtigung der Losung fiir die

Koppelknoten

2.4 Partitionierungsalgorithmen

Fiir eine parallele Finite-Elemente-Berechnung ist eine Aufbereitung der Eingabedaten in Form
einer Gebietszerlegung notwendig. Die Aufbereitung der Daten beinhaltet eine Zuordnung der
Elemente, Knoten und der zugehérenden Randbedingungen zu den Prozessoren. Der Schritt der
Aufbereitung kann entweder separat durch ein Programm, durch einen Nachlauf der Netzgene-
rierung oder als Vorlauf vor der Finite-Elemente-Analyse geschehen.

Die Gebietszerlegung ordnet die einzelnen Elemente den Prozessoren zu und beeinflusst somit
deren Rechenlast. Der geometrische Zusammenhang der Teilgebiete wirkt sich auf die Lange der
Kommunikationsrinder aus, was einen direkten Einfluss auf die notwendige Kommunikations-
menge wihrend der Finite-Elemente-Berechnung hat. Die Partitionierungsalgorithmen benutz-

ten entweder graphenbasierte, algebraische oder geometrische Ansétze.

2.4.1 Geometrische Algorithmen

Geometrische Algorithmen teilen ein Netz nach geometrischen Gesichtspunkten auf. Innerhalb
des Netzes wird ein Punkt festgelegt, durch den eine Schnittlinie gelegt wird, entlang der dann
das Netz bzw. Teilnetz in zwei Teile geteilt wird. Dieser Schritt wir rekursiv wiederholt, bis die

Anzahl der gewiinschten Teilgebiete erreicht ist.

2.4.1.1 Koordinaten-Bisektion

Die rekursive Koordinaten-Bisektion (siehe [Bokhari 1981] und [Chrisochoides u. a. 1994b]) teilt
ein Finite-Elemente-Netz rekursiv entlang einer gewdhlten Koordinatenachse des beschreibenden
Koordinatensystems. Die Knoten des Netzes werden in Gruppen mit gleicher Anzahl im Abstand
zur Koordinatenachse geordnet. Hieraus ergibt sich die Teilung des Netzes.

Aufgrund des geringen Aufwands von logy n Operationen bei n Knoten ist die Methode

sehr schnell. Der Algorithmus garantiert eine Lastbalance. Die Koppelknotenréinder haben oft
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c)

a)

Abbildung 2.15: Koordinaten-Bisektion: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, ¢) acht Teilge-

biete

eine ungiinstige, nicht optimale Linge und es kann im Extremfall zu nicht zusammenhéngen-
den Gebieten kommen (siehe Abbildung 2.15). Hierdurch ergibt sich bei der Finite-Elemente-

Berechnung ein unnétig hoher Kommunikationsaufwand [Lammer 1997].

2.4.1.2 Hauptachsenmethode

Die  Hauptachsenmethode (siehe [Farhat und Lesoinne 1993], [Nour-Omid u. a. 1987],
[Belkhale und Prithviraj 1990], [Simon 1991], [Chrisochoides u. a. 1994a]) teilt das Gebiet
entlang der Hauptachse, die das groflere Flichentragheitsmoment aufweist. Die Achsen kénnen

aus den Eigenvektoren I, Is und I3 der Matrix

I:r:r I:ry I:I:z
I=| 1, I, I, (2.5)
Iz:r Izy Izz

bestimmt werden. Die Matrixelemente lassen sich mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes be-
rechnen. Eine Koordinatentransformation in den Schwerpunkt ist notwendig.

Schwerpunktskoordinaten:

zs = ffxdﬁél (2.6)
w0 (2.7
Die Trégheitsmomente berechnen sich dann wie folgt:
Tw = / y2dA (2.8)
Iy = /:z?dA (2.9)
I, = /a: ~ydA (2.10)
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a) b) C)

Abbildung 2.16: Hauptachsen Bisektion: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, ¢) acht Teilge-

biete

Der numerische Aufwand der Partitionierung ist wegen der Berechnung der Integrale we-
sentlich hoher als bei der Koordinaten-Bisektion. Dieser hohere Aufwand rechtfertigt sich durch
die wesentlich giinstigeren Formen der Teilgebiete, die eine geringere Léinge der Auflenkante
besitzen und daher weniger Kommunikationsaufwand wéhrend der nachfolgenden Berechnung
bewirken [Lammer 1997](sieche Abbildung 2.16). Eine Verbesserung der Partitionierung ist mit
der Kernighan-Lin-Heuristik [Kernighan und Lin 1970] und dem Algorithmus der Hilfreichen
Mengen [Diekmann u. a. 1994] méglich.

2.4.2 Graphenbasierte Algorithmen

Der wichtigste Vertreter der graphenbasierten Algorithmen ist der Greedy-Algorithmus. Der
Algorithmus wird in [Farhat 1988] und [Al-Nasra und Nguyen 1991] ndher beschrieben.

a) b) C)

Abbildung 2.17: Greedy-Algorithmus: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, c¢) acht Teilgebiete

Der Algorithmus teilt ein Gebiet im Gegensatz zu den rekursiven Algorithmen in beliebig

viele Teilgebiete. Der Algorithmus lisst sich wegen der graphenbasierten Vorgehensweise fiir
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eindimensionale, zweidimensionale und dreidimensionale Gebiete anwenden. Durch seinen in-
ternen Aufbau und durch Abbruchkriterien bei der Generierung der Teilgebiete garantiert er
Teilgebiete mit gleicher Anzahl von Elementen.

Der Algorithmus weist zu Beginn jedem Knoten des Netzes eine Wichtung zu, die der Anzahl
der an ihn grenzenden Elemente entspricht. Danach werden nacheinander fiir jedes Teilgebiet

folgende Schritte ausgefiihrt:
Schritt 1: Der Knoten mit der geringsten Wichtung wird ermittelt.

Schritt 2: Alle nicht vergebenen Elemente, die den Knoten referenzieren, werden dem Teilgebiet

zugeordnet.

Schritt 3: Entlang der temporiren Gebietsgrenze werden alle Elemente, die noch nicht an ein

anderes Teilgebiet vergeben wurden, dem Teilgebiet zugeordnet.
Schritt 4: Die Wichtungen der Knoten der vergebenen Elemente werden reduziert.

Schritt 5: Die Schritte ,Zuordnen der Elemente“ und ,,Reduzierung der Wichtung® werden so-
lange wiederholt, bis die Anzahl der zugewiesenen Elemente der Anzahl der Elemente
dividiert durch die Anzahl der Teilgebiete entspricht.

Fiir die Zuweisung der Elemente zu den Teilgebieten ben6tigt man eine Datenstruktur, die
in den meisten Finiten-Elemente-Programmen nicht vorliegt. Jeder Knoten muss Zeiger auf
die auf ihn referenzierenden Elemente haben und jedes Element sollte ohne Aufwand seine
Nachbarelemente finden.

Fiir die ersten Teilgebiete wird eine Optimierung der Gebietsform und der Kantenlingen
erreicht. Diese haben normalerweise eine etwa quadratische Form und somit eine minimale An-
zahl von Koppelknoten. Hierdurch wird eine Minimierung der Kommunikation dieser Teilgebiete
erreicht. Die zuletzt entstehenden Teilgebiete konnen aus mehreren Teilen bestehen, wie es in
Abbildung 2.17 ¢) mit dem schwarzen Teilgebiet demonstriert wird. Dieses Teilgebiet besteht
aus mehreren Teilen und hat daher eine unnétig hohe Anzahl von Koppelknoten. Das Verhélt-
nis zwischen inneren Knoten und Koppelknoten ist ungiinstig. Die Kommunikation mit relativ

vielen anderen Prozessoren ist notwendig [Burghardt 1995], [Lammer 1997].

2.4.3 Algebraische Algorithmen

Einer der wichtigsten Vertreter der algebraischen Algorithmen ist die Spektral-Bisektion, die
auch Eigenwert-Bisektion [Pothen u. a. 1990], [Barnes und Hoffmann 1982], [Powers 1988] oder
Simon’s Methode [Khan und Topping 1996] genannt wird. Zwischen der Spektral-Bisektion und
der Finite-Elemente-Berechnung besteht ein direkter mechanischer Zusammenhang. Zur Parti-
tionierung wird die Laplace-Matrix (siehe Abbildung 2.18) aufgestellt. Diese quadratische Matrix
hat fiir jedes Element eine Zeile und Spalte. Auf der Hauptdiagonalen steht die Anzahl der an
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ein Element angrenzende Elemente. Fiir Elemente, die miteinander verbunden sind, steht auf
den beiden zugehorigen Nebendiagonalenelementen eine —1. Die restlichen Matrixeintrige sind

0.

a) |7 8 by L] |-1
5|6 1 1
314 -1 31-1 -1
1 2 -1/-1|3 -1
-1l [3]-1 -1
-1 -1/3 -1
1 (1
1 (1

Abbildung 2.18: Spektral-Bisektion: a) Elemente-Netz, b) Laplace-Matriz

Durch Berechnung des zweiten Eigenvektors dieser Matrix erhilt man die Partitionierung
der Elemente in zwei Teilgebiete. Der zweite Eigenvektor wird auch Fiedlervektor genannt

[Fiedler 1973], [Fiedler 1975].

a) b) c)

Abbildung 2.19: Spektral-Bisektion: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, ¢) acht Teilgebiete

[Simon 1991] zeigt an Beispielen, dass dieses Verfahren das schnellste Verfahren der Klasse
der Bisektionsverfahren ist. Die Qualitidt der Aufteilung ist gut (siehe Abbildung 2.19), wobei
die Anzahl der Koppelknoten relativ gering ist [Ladmmer 1997].

2.5 Parallele Netzgenerierung

Zur Parallelisierung der Netzgenerierung existiert ein Standardansatz, der unter anderem in
[Rypl und Bittnar 1997], [Khan und Topping 1996] und [Wilson und Topping 1996] beschrieben
wird. Dieser Ansatz ist fiir Dreieckelemente, Viereckelemente und Tetraederelemente anwendbar.
Netzgeneratoren fiir Hexaederelemente lassen sich mit dem beschriebenen Ansatz nicht paralle-

lisieren, da Knoten und Kanten auf den Teilgebietsgrenzen vorgegeben werden miissen und zur
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Zeit noch kein Algorithmus vorliegt, der diese Eigenschaft erfiillt. Zur Generierung der Netze

sind die folgenden Schritte notwendig:

Schritt 1: Ein grobes Hintergrundnetz wird unter Zuhilfenahme des gewéhlten Algorithmus er-
zeugt. Dieses Hintergrundnetz muss alle geometrischen Bedingungen, die das endgiiltige
Netz beriicksichtigen soll, erfiillen. Des weiteren sollten alle Elemente des temporir vor-
liegenden Netzes eine dhnliche Grofle aufweisen. Ein Beispiel fiir ein Ausgangsnetz ist in
Abbildung 2.20 a) dargestellt.

Schritt 2: Das Ausgangsnetz wird im nichsten Schritt in n Teilgebiete zerteilt. Hierfiir werden
Algorithmen, wie in Abschnitt 2.3 beschriebenen, verwendet. n ist hierbei Anzahl der zur

Verfiigung stehenden Prozessoren. (siehe Abbildung 2.20 b))

Schritt 3: Die Teilnetze werden parallel auf den Prozessoren verfeinert. Hierbei ist an den Kop-
pelkanten die Kompatibilitdt der Teilnetze zu beriicksichtigen, die eine gewisse Kommu-
nikation zwischen den Prozessoren erfordert oder durch Vorgabe der Knoten auf den Ge-
bietsgrenzen realisiert werden kann. Eine Glittung innerhalb der Teilgebiete ist notwendig.
(siehe Abbildung 2.20 c))

Abbildung 2.20: Parallele Netzgenerierung: a) grobes Netz, b) Partitioniertes Netz, c) feines
Finite-Elemente-Netz

Eine alternative Methode =zur parallelen Generierung von FElementnetzen stellt
[Mitchell und Vavasis 1997] fiir den n-dimensionalen Fall dar, die [Meifiner u. a. 1996] fiir
zweidimensionale Netze beschreiben. Hierbei wird die Originalgeometrie rekursiv in mehrere
Teile geteilt und eine Randdiskretisierung fiir jedes Teilgebiet vorgegeben. Eine parallele
Vernetzung der Teilgebiete ist anschliefend ohne Kommunikation méglich, wodurch eine sehr

gute Effizienz der parallelen Netzgenerierung erreicht wird.
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2.6 Parallelisierung

2.6.1 Motivation

Die Parallelisierung von Programmen zur Losung von Problemstellungen hat sich in den letz-
ten Jahren zu einer Standardvorgehensweise zur Verringerung der Rechenzeit im Bereich der
Ingenieurwissenschaften, aber auch im Bereich der Quanten- und Plasmaphysik, der Material-
wissenschaften und besonders im Bereich der Wettervorhersage entwickelt. Die Parallelisierung
eines Problems bedeutet die Aufteilung des Problems in kleine, unabhingige Teilprobleme. Bei

der Aufteilung eines Problems in Teilprobleme muss folgendes beachtet werden:

e die Datenstruktur des Programms,

Datenabhingigkeiten innerhalb des Programmes,

Unabhingigkeit der Daten,

Berechnungszeiten und Dominanz fiir die zu separierenden Teile,

Lastbalance der gleichzeitig abzuarbeitenden Teilprobleme,

e das Laufzeitverhalten der zu parallelisierenden Programmteile.

Eine Parallelisierung macht daher oft ein Reengineering der Software notwendig. Des weiteren
ist die Anschaffung eines Parallelrechners eine grofle Investition, die sich wirtschaftlich rechnen
muss. Die geringere Laufzeit und somit schnelleren Antwortzeiten des Rechners rechtfertigen
diesen Aufwand nicht immer.

Ein Parallelrechner stellt oft ein Vielfaches der Speicherkapazitiit eines sequentiellen Rechners
zur Verfiigung bzw. ein vielfach gréflerer Speicher ist iiberhaupt adressierbar. Hierdurch ergeben
sich Vorteile, wie z.B. die Beherrschbarkeit von gréfieren Problemstellungen oder eine genauere
Simulation durch hohere Detailliertheit.

In einigen Anwendungsfeldern, wie z.B. der Wettervorhersage, ist es notwendig, dass die
Simulationsrechnung schneller ablauft als das physikalische Geschehen dauert, um als Vorhersage
funktionieren zu kénnen. Diese hohe Geschwindigkeit der Berechnung ist bei der notwendigen
Detailliertheit des Modells nur auf einem Parallelrechner moglich.

Die Steigerung der Rechenkapazitit eines sequentiellen Rechners auf eine Rechenleistung, die
dquivalent zu der von Parallelrechnern ist, ist aufgrund der Fertigungstechnik im Bereich der
Chip-Herstellung bzw. durch physikalische Grenzen, wie z.B. der Lichtgeschwindigkeit als ma-
ximale Geschwindigkeit fiir die Ubertragung von Informationen, nicht moglich. Parallelrechner,
die diese Chips dann nutzen wiirden, wiren trotzdem um ein Vielfaches schneller.

Bis Ende der achtziger Jahre wurden meist spezielle Parallelrechner mit eigenen Betriebssyste-
men und speziellen Prozessoren entwickelt. Seit Anfang der neunziger Jahre wird verstarkt ver-
sucht, durch Verwendung von Standardkomponenten wie z.B. Personal-Computer-Prozessoren

(PowerPC oder Intel Pentium), die Preise der Rechner zu verringern.
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Eine andere Entwicklung ist die Nutzung von Rechner-Netzwerken als Parallelrechner. Hierbei
werden eine Reihe von Personal-Computern und/oder Workstations zu einem virtuellen Parallel-
rechner durch eine Software zusammen geschaltet. Zum Austausch von Daten und Instruktionen
dient die normale Netzwerkverkabelung der Rechner. Diese Nutzung hat im Gegensatz zu spezi-
ellen Parallelrechnern den Vorteil, dass in vielen Firmen nachts die Rechner ungenutzt sind und

daher fast keine Kosten entstehen, wenn man sie zu dieser Zeit als Parallelrechner einsetzt.

2.6.2 Klassifikation von Rechnern

Zur Beschreibung der Funktionalitit eines Parallelrechners wurden verschiedene Klassifikatio-
nen entwickelt. Eine Einteilung der Rechner ist notwendig, da sie sich nach Prozessoranzahl,
Prozessorart, Speicherzugriff, Speicherverteilung und Busbreite unterscheiden. Die gebriuch-
lichste dieser Einteilungen ist die Taxonomie von Flynn. Weitere Klassifikationen, die hier nicht
erliutert werden, sind die Erlanger Klassifikation [Haendler 1977] und die Klassifikation nach
Shore [Shore 1973]. Die Klassifikationen basieren normalerweise auf dem Rechnermodell von

John von Neumann.

2.6.2.1 von-Neumann-Rechner

Die grundsétzliche Aufbau von heutigen sequentiellen Computern geht auf Arbeiten von John
von Neumann zuriick. Er veroffentlichte erstmals 1946 zusammen mit Arthur W. Burks und
Herman H. Goldstine in der Schrift ,,Prelimary discussion of the logical design of an electronic
computing instrument“ den prinzipiellen Aufbau. Eine Beschreibung ist in [von Neumann 1946]
und [Taub 1961] zu finden.

Das von Neumannsche Rechnermodell beschreibt ein Datenverarbeitungs-System, das in sei-
ner Struktur unabhingig von den zu bearbeitenden Problemen ist. Prinzipiell lassen sich mit

diesem Modell sdmtliche berechenbaren Probleme l6sen.

Ein- und
Ausgabe-
einheit

Rechenwerk Kontrolleinheit
A A

L [ [ [ | speichef | | | |

Abbildung 2.21: von-Neumann-Rechner

Die Rechnerarchitektur nach John von Neumann besteht aus vier Basiskomponenten:
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Komponente 1: Die Kontrolleinheit, auch Leitwerk genannt, ist Teil des Hauptprozessors. Sie
dient zur sequentiellen Abarbeitung des Anweisungsstroms. Hierdurch iibernimmt sie die
Steuerung des Rechners. Die verschliisselten Anweisungen werden von der Kontrolleinheit

aus dem Speicher geholt, entschliisselt und der Rest der Rechners entsprechend instruiert.

Die Operationssteuerung kann auf zwei verschiedene Arten durchgefiihrt werden. Zum
einen gibt es Prozessoren mit festverdrahtetem Befehlssatz. Diese Prozessoren werden

2

RISC-Prozessoren' genannt und haben im Vergleich zu den CISC-Prozessoren? einen re-

duzierten Befehlssatz. CISC-Prozessoren haben ein Mikroprogrammsteuerwerk.

Der Vorteil des festverdrahteten Schaltwerks ist die deutlich hohere Geschwindigkeit. Al-
lerdings ist man gezwungen, mit einem kleinen, nicht sehr méchtigen, reduzierten Be-
fehlsvorrat auszukommen. Komplexere Befehle werden durch Maschinenprogramme er-
setzt, die hiufig hohe Anzahlen von Speicherzugriffen benttigen. Speicher waren in den
Anfangszeiten der Datenverarbeitung teuer und langsam. Dies fithrte zur Entwicklung der
CISC-Prozessoren, bei denen die komplexen Maschinenbefehle sich aus den Elementarope-

rationen zusammensetzten.

Komponente 2: Das Rechenwerk dient der Abarbeitung arithmetischer, logischer und trans-
formierender Operationen. Die Rechenoperationen werden von der ALU (arithmetic logical
unit) realisiert. Sie stellt ein Schaltnetz dar, bei dem der binéire Ergebniswert nicht nur von
den Eingangswerten, sondern zusétzlich von internen Zustinden abhingt. Ein Schaltwerk
héngt nur von den Eingaben ab. Es ist die Realisierung einer Schaltfunktion, die jeder der

moglichen Wertekombinationen der booleschen Variablen einen booleschen Wert zuordnet.

Komponente 3: Das Speicherwerk, das auch Hauptspeicher bzw. interner Speicher genannt
wird, hat die Aufgabe, Programme und Daten, mit denen aktuell gearbeitet wird, zu
speichern. Auf jede Speicherzelle muss ein gleich schneller, direkter Zugriff méglich sein.
Deshalb wird der Hauptspeicher auch als RAM? bezeichnet. Die Auswahl einer Informa-
tionseinheit im Zentralspeicher (Speicherwerk) erfolgt iiber eine dem Speicherplatz zuge-
ordnete eindeutige Adresse. Unterteilt ist das Speicherwerk in jeweils gleichlang Teile, die

Worte genannt werden.

Komponente /: Die Ein- und Ausgabeeinheit verbindet die Zentraleinheit mit peripheren
Geriten, wie z.B. Festplatten, Bildschirm oder Tastatur. Das Ein-/Ausgaberegister im
von Neumann’schen Rechnermodell iibernimmt das Zwischenspeichern von Adressen und

Daten.

'RISC: Reduced Instruction Set Computer
2CISC: Complex Instruction Set Computer
SRAM: Random Access Memory
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Die Komponenten eines Rechners werden iiber ein Leitung, den Bus*, verbunden. Der Bus
ist in mehrere Teile geteilt: Der Adressbus iibertrigt Adressen und der Datenbus Daten zwi-
schen den verschiedenen Komponenten des Rechners. Der Steuerbus iibertrigt die zur Steuerung
notwendigen Signale und Riickmeldungen zwischen Kontrolleinheit und den restlichen Kompo-

nenten.

2.6.2.2 Taxonomie nach Flynn

Die Taxonomie nach Flynn [Flynn 1972] klassifiziert die Rechner nach der Anzahl der Instruk-
tionen bzw. Anzahl der Steuerungseinheiten, der Anzahl der Datenstréme und der Verteilung
des Speichers. Die Beschreibung der Rechnerart besteht aus vier Buchstaben. Die ersten bei-
den Buchstaben geben an, ob der Rechner von einem einzigen Anweisungsstrom (SI®) oder von
mehreren (MI®) gesteuert wird. Das andere Buchstabenpaar gibt Auskunft iiber die Anzahl der
Verarbeitungseinheiten. Dies kann wieder eine Einheit sein (SD”) oder es kénnen mehrere (MD?)

Einheiten sein.

SISD-Rechner: Der einfachste Rechner nach Flynn ist ein Rechner mit einer Steuerungs-
einheit, einem Datenstrom und einem fortlaufenden Speicher (siehe Abbildung 2.22). Dieser
Rechnern wird SISD-Rechner genannt und arbeitet sequentielle Programme nacheinander ab.
Ein SISD-Rechner entspricht dem klassischen von-Neumann-Rechner. Vertreter dieser Klasse

von Rechnern sind die Personal Computer und Workstations mit jeweils einem Prozessor.

Instruktion

Speicher

Abbildung 2.22: SISD Rechner

SIMD-Rechner: Ein SISD-Rechner kennt nur einen Instruktionsstrom, hat aber mehrere
Verarbeitungseinheiten, die den Anweisungsstrom parallel abarbeiten kénnen. Jeder Prozessor
kann einen lokalen Speicher besitzen, d.h. der Speicher ist verteilt. In diesem Fall spricht man

von einem Distributed-Memory-Rechner, wie er in Abbildung 2.23 abgebildet ist. Der Zugriff der

“Bus: lateinisch omnibus = fiir alle
5SI: Single Instruction

SMI: Multiple Instruction

"SD: Single Data

8MD: Multiple Data
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einzelnen Prozessoren auf den Speicher kann jeweils unabhéingig von den anderen Prozessoren

erfolgen. Daten und Signale werden iiber Links? ausgetauscht.

Instruktion
CPU CPU CPU CPU
Speicher Speicher Speicher Speicher

Abbildung 2.23: SIMD Rechner mit Distributed Memory

Die verbreitetste Ausfithrung eines SIMD-Rechners hat einen gemeinsamen Speicher (siehe
Abbildung 2.24). Dieser Rechner wird dann als Shared-Memory-Rechner bezeichnet. Der Zugriff
auf den Speicher muss in einem solchen Rechner organisiert werden, da jeder Prozessor jeden
Teil des Speichers schreiben und lesen darf. Daher kann es zu Zugriffskonflikten kommen. Viele
Grofirechner der siebziger und achtziger Jahre waren von diesem Typ, der auch als Vektorrechner
bekannt wurde. Zu dieser Art von Rechnern sind auch Personal Computer und Workstations

mit jeweils mehreren Prozessoren zu zéihlen.

Instruktion

CPU CPU CPU CPU

|
Speicher

Abbildung 2.24: SIMD Rechner mit Shared Memory

MISD-Rechner: Ein MISD-Rechner wendet mehrere Anweisungsstrome mit einer Verar-
beitungseinheit an. Rechner nach diesem Modell sind unzweckméfliig und werden daher nicht

verwendet.

MIMD-Rechner: Beieinem MIMD-Rechner steuern mehrere Anweisungsstrome eine glei-
che Anzahl von Verarbeitungseinheiten. Diese arbeiten die Anweisungsstrome parallel ab. Ein
solcher Rechner kann entweder einen verteilten Speicher (Distributed Memory, sieche Abbildung

2.25) oder einen gemeinsamen Speicher (Shared Memory, siche Abbildung 2.26) besitzen.

9Links: engl. Kanile
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In einem MIMD-Rechner mit einem gemeinsamen Speicher kénnen alle Prozessoren auf den
gesamten Speicher zugreifen, bzw. alle Daten lesen und schreiben. Daher ist eine Organisation

der Schreib- und Leseprozesse notwendig. Ein Austausch der Daten ist nicht erforderlich.

Instruktion Instruktion Instruktion Instruktion
| | | |
CPU CPU CPU CPU
| | | |
Speicher

Abbildung 2.25: MIMD Rechner mit Shared Memory

Instruktion Instruktion Instruktion Instruktion
CPU CPU CPU CPU
Speicher Speicher Speicher Speicher

Abbildung 2.26: MIMD Rechner mit Distributed Memory

Der Austausch in einem MIMD-Rechner mit verteiltem Speicher wird mit Hilfe von Kanilen
realisiert. Der Zugriff auf den Speicher ist nur lokal méglich und muss daher nicht global orga-
nisiert werden.

Die leistungsstérksten Rechner sind heutzutage MIMD-Rechner. Vertreter hierfiir sind z.B.
die Cray T3E, IBM SP Power3 oder die Intel ASCI Red. Einfache Personal Computer oder
Workstations, die in einem Netzwerk verschaltet sind, lassen sich als MIMD-Rechner nutzen.
Hierbei spricht man von einem Cluster. Da in vielen Firmen ein solches Netzwerk vorhanden ist,

bietet sich die Entwicklung von Software fiir diesen Rechnertyp an.

2.6.2.3 Speicherzugriff

Der Speicherzugriff der verschiedenen Rechnerarchitekturen ist unterschiedlich [Bode 1996]. Die
einfachsten Zugriffsmaschinen sind die sogenannten Multicomputer oder NORMA '°-Maschinen.
Hierbei kann der Prozessor nur auf seinen eigenen lokalen Speicher zugreifen. Jegliche Kom-
munikation wird durch explizites Message Passing (siehe Abschnitt 2.6.4) durchgefiihrt. Die
verbleibenden Klassen von verteilten Speichersystemen haben genau einen einzigen, globalen,

physikalischen Adressraum. Diese Maschinen werden oft als Shared-Memory Multiprozessoren

IONORMA: No Remote Access
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bezeichnet und lassen sich nach dem Daten-Parallelen-Programmierparadigma (siehe Abschnitt
2.6.5) programmieren. Maschinen, die keinen Cachespeicher besitzen und auf den gesamten Spei-
cher zugreifen kénnen, nennt man UMA!'-Multiprozessoren. Der gemeinsame Speicher kann in
Teile zerlegt und den einzelnen Prozessoren zugewiesen werden. Ist das Zugriffsverhalten auf die
einzelnen Speicherbereiche unterschiedlich, nennt man die Rechner NUMA!? Multiprozessoren.
Der gesamte Speicher kann auch als verteilter Cache-Speicher interpretiert werden, wobei der
Zugriff auf entfernten Speicher durch Kopieren, was sich als Kommunikation interpretieren lasst,

realisiert wird. Hierbei spricht man von COMA ®-Maschinen.

2.6.3 Parallelisierungsparadigma

Das verwendete Speichermodell wirkt sich auf die Programmierung des Rechners aus. Fiir die
verschiedenen Speicher- und Speicherzugriffsmodelle existieren daher verschiedene Programmier-
paradigmen. Das Programmierparadigma, das besonders fiir Rechner mit gemeinsamem Speicher
entworfen wurde, ist die Daten-Parallel Programmierung. Message Passing, d.h. das Austauschen
von Datenpaketen und Signalen, ist das andere Programmierparadigma, das fiir Rechner mit
verteiltem Speicher optimal ist.

Die Programmierung eines Parallelrechners kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen. Zum
einen konnen sequentielle Programme unter Zuhilfenahme von Programmbibliotheken erweitert
werden. Hierfiir sind Aufrufe von Unterprogrammen und Funktionen einzubauen. Die andere
Moglichkeit besteht in der Verwendung einer speziellen Programmiersprache fiir Parallelrechner,

die automatisch die Parallelitdt unterstiitzt, oder die eines parallelisierenden Compilers.

2.6.4 Message-Passing

Das Programmiermodell Message-Passing wurde speziell fiir MIMD-Rechner mit verteiltem Spei-
cher entworfen. Die Grundidee dieses Modells liegt in verschiedenen, gleichzeitig ablaufenden
Prozessen, die einen voneinander unabhingigen Speicher besitzen. Ein direkter Zugriff auf die
Daten eines anderen Prozesses ist nicht moglich [Thole 1996]. Daher ist es notwendig Nachrichten
auszutauschen. Diese Nachrichten kénnen zum einen aus Signalen zur Steuerung des Ablaufes
und zum anderen aus Daten, die von einem Prozess zu einem anderen gelangen miissen, bestehen.
Die Prozesse, die parallel ablaufen, kénnen komplett verschieden sein.

Die wichtigsten Vertreter des Message-Passing sind das Message-Passing-Interface (MPI) und
die Parallel Virtual Machine (PVM). Die Parallelisierung eines Programmes geschieht durch
Aufteilen des Prozesse in Teilprozesse. Diese Teilprozesse miissen in der Regel miteinander kom-
munizieren, wofiir Aufrufe von Kommunikationsroutinen in das Programm eingefiigt werden

miissen. Zusitzlich ist eine Verwaltung der Prozesse, die einen gewissen Overhead erzeugen,

UMA: Uniform Memory Access
12NUMA: Non-Uniform Memory Access
13COMA: Cache Only Memory Architecture
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notwendig. Fiir Cluster aus Workstations oder Personal Computern stellt das Message-Passing
das optimale Programmiermodell dar.

Eine Message-Passing Bibliothek muss dem Programmierer eine Reihe von Funktionalititen
zur Verfigung stellen[Thole 1996]:

Starten: Die parallel ablaufenden Prozesse miissen gestartet werden. Dies kann entweder sta-

tisch oder dynamisch erfolgen.

Gruppierung: Fiir eine Reihe von Lisungsansiitzen ist es notwendig, Prozessoren zu gruppie-

ren. Hierfiir sollte eine Message-Passing-Programmierbibliothek Funktionalitidten liefern.

Benennen: Es ist notwendig, dass jeder Prozess einen Namen fiir jeden der anderen Prozesse
ermitteln kann. Dieser Name kann z.B. eine Nummer sein und ist unter anderem zur

Kommunikation notwendig.

Kommunikation: Es miissen Funktionalititen zum Austausch von Daten und Signalen vor-

handen sein. Die wichtigsten Kommunikationsarten sind [Ladmmer 1997]:

e Blockierende Kommunikation
e Nichtblockierende Kommunikation
e Mailbox

e Interrupt

Beenden: Beim Beenden eines Prozesses miissen das System und die anderen Prozessoren

erkennen, dass der eine Prozess beendet ist.

2.6.4.1 DParallel Virtual Machine

PVM '* erméglicht es, verschiedene, vernetzte UNIX-Rechner zu einem virtuellen Parallelrechner
zu verschalten[Geist u. a. 1994].

Die Entwicklung von PVM begann im Sommer 1989 am Oak Ridge National Laboratory.
Version 1.0 wurde nur intern im Institut verwendet. Version 2.0 wurde in Zusammenarbeit mit
dem Institute Emory University, der University of Tennessee, der Carnegie Mellon University
und dem Pittsburgh Supercomputer Center entwickelt und im Mé&rz 1991 veréffentlicht. Eine
komplette Neuentwicklung mit einer Reihe von Anderungen kam mit der Version 3.0 im Fe-
bruar 1993. Die aktuelle Version 3.4.3 wird weltweit eingesetzt und ist fiir eine grofle Anzahl
verschiedener Rechner verfiigbar.

Das Softwaresystem PVM in der Version 3 erlaubt es, ein Netzwerk von heterogenen UNIX-
Computern wie einen einzigen MIMD-Rechner mit verteiltem Speicher zu verwenden. Zur Kom-
munikation der einzelnen Rechner untereinander dient das LAN'’oder WAN'6., PVM nimmt

YPVM: Parallel Virtual Machine
5L, AN: Local Area Network
I6WAN: Wide Area Network
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dem Benutzer dabei die explizite Netzwerkprogrammierung und die Datenkonvertierung zwi-
schen verschiedenen Architekturen ab. Die eigentliche Parallelisierung des Algorithmus muss
vom Benutzer in C/C++, Fortran oder Java selbst iibernommen werden. Zusétzlich ermoglicht
PVM eine dynamische Konfiguration der virtuellen Maschine wihrend der Laufzeit sowie die
Programmierung dynamischer Prozessgruppen.

PVM erlaubt die gleichzeitige Verwendung der verschiedensten Rechner. Diese Heterogenitét

erstreckt sich auf folgende Eigenschaften:

Hardwarehersteller: Die verwendeten Rechner kénnen unterschiedliche Hersteller haben und
verschiedene Architekturen aufweisen. Zum einen werden Rechner wie Workstations oder
Personal Computer unterstiitzt, zum anderen ist PVM fiir Parallelrechner wie Intel ASCI
Red oder Cray T3E erhiltlich.

Betriebssystem: Das verwendete Betriebssystem muss ein UNIX-System sein. Die gleichzeitige
Versendung verschiedener UNIX-Systeme auf den verschiedenen Rechnern, wie Solaris,

AIX, Linux usw., ist erlaubt.

Datenformate: Die Datenformate der einzelnen Rechner diirfen unterschiedlich sein. Die Kon-

vertierung bei der Kommunikation zwischen den Formaten wird von PVM iibernommen.

Geschwindigkeiten: Die Rechengeschwindigkeit der verwendeten Rechner darf stark unter-
schiedlich sein. Der Programmierer muss dies durch eine dynamische Lastverteilung aus-

gleichen.

PVM eignet sich durch die beschriebenen Eigenschaften beziiglich der Heterogenitét vor allem
als System zur Nutzung von Rechner-Clustern als Parallelrechner. Hierdurch ist PVM optimal
fiir den Einsatz in Firmen, die die Anschaffung eines teuren Parallelrechners scheuen und ein
Netzwerk von Personal-Computern oder Workstations besitzen. Unterstiitzt wird dies durch
besondere Funktionalititen zur Steuerung und Uberwachung der Prozesse.

Oft werden Rechner verschiedener Leistungsklassen zu einem Parallelrechner zusammenge-
schaltet. Man sollte dabei sehr grofile Sorgfalt auf die Erhaltung der Rechenlast-Balance legen.
Diese Balance wird hiufig durch andere Benutzer gestort, die intensiv von einem Rechner der
virtuellen Maschine Gebrauch machen oder grofie Datenmengen im Netzwerk versenden.

Eine Reihe von Werkzeugen ist entwickelt worden, um dem Programmierer die Arbeit zu er-
leichtern. Die graphische Oberfliche ,, xpvm* visualisiert die Kommunikationen, den Programma-
blauf, Kommunikationszeiten und Wartezeiten. Debuggen wird durch den Aufruf von Debuggern

der Compilerhersteller ermoglicht.

Programmierung: PVM besteht aus verschiedenen Komponenten: einem Damon, Bibliothe-
ken und der Console. Der PVM-Didmon erméglicht die Kommunikation zwischen den Rechnern

der virtuellen Maschine, steuert und iiberwacht die Prozesse. Die PVM-Bibliotheken enthalten
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die Funktionen und Unterprogramme, die fiir das Kommunizieren, Starten von Prozessen und
zur Koordination gebraucht werden. In das PVM-Programm miissen diese Bibliotheken einge-
bunden werden. Mit der PVM-Console wird der virtuelle Rechner konfiguriert und iiberwacht.

Die Oberflache dient auch zum Starten der Prozesse.

2.6.4.2 Message Passing Interface

MPI' war der erste Versuch einen Standard fiir Message-Passing zu definieren. Das erste Treffen
zur Schaffung eines Message-Passing Standards war im April 1992. In diesem MPI-Forum waren
Rechnerhersteller, Softwareentwickler und Universititen vertreten. Der erste Standard von MPI
wurde im im Mai 1994 veroffentlicht[Forum 1993b]. Bei der Schaffung des Standards sollten die
sinnvollsten Grundideen der verschiedenen vorher vorhandenen Systeme i{ibernommen werden.

Ziele waren:

e Entwicklung einer Programmierschnittstelle. Hierbei war speziell an Schnittstellen von C
und FORTRAN gedacht.

e Kine effiziente Kommunikation sollte moglich sein. Hierfiir sollte das Kopieren von Spei-

cher, wie es z.B. bei PVM notwendig ist, weitestgehend vermieden werden.

e Um unnétigen Overhead zu vermeiden, sollte es moglich sein, gleichzeitig zu kommunizie-

ren und zu rechnen.

e Die Kommunikation sollte einfach und sicher sein. Dies bedeutet, dass der Nutzer sich
nicht um interne Kommunikationsroutinen des Betriebssystems kiimmern muss und die

Kommunikation fehlerfrei ausgefiihrt wird.

e Eine Anlehnung an die bereits bestehenden Systeme wurde angestrebt, um eine Konver-

tierung alter Programme zum neuen Standard einfach zu gestalten.
e MPI sollte als Bibliotheksfunktionen dem Programmierer bereitgestellt werden.

Es wurde die Entwicklung eines Standards zur einfacheren Portierbarkeit von Software not-
wendig. Frither ging man davon aus, dass die Hardware linger bestehen wiirde als die Software.
Daher war die Entwicklung von spezieller Software fiir einen Rechner zulissig. Anfang der neun-
ziger Jahre erkannte man, dass die Software weiterentwickelt wird und meistens noch benutzt
wird, wihrend die Hardware schon lange nicht mehr verwendet wird. Hieraus entwickelte sich
das Interesse an einer einfachen Portierbarkeit der Software von einem Parallelrechner zu einem
anderen.

Entsprechend dem Standard MPI wurde das MPICH von William Gropp und Ewing
Lusk am Argonne National Laboratory, USA, als portable Installation des MPI-Standards

"MPI: Message Passing Interface
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entwickelt[Gropp u. a. 1994]. Hierzu gehéren einige Erweiterungen, u.a. die MPE Bibliothek'®,
die eine Reihe von zusétzlichen Funktionen enthilt, wie z.B. zur Ausgabe iiber X-Windows,
ferner Hilfsprogramme zum Ubersetzen, Laden und Starten von MPI-Programmen.

MPI enthilt keine Moglichkeiten der Datenkonvertierung wéihrend des Austauschens. Da-
her ist die Verwendung von MPI nur auf speziellen Parallelrechnern und in Rechner-Clustern
moglich, die aus Maschinen mit gleicher Architektur bestehen.

Eine dynamische Konfiguration des Netzwerkes oder die Uberwachung von Prozessoren durch

einen anderen sind in MPT nicht vorgesehen.

Programmierung: MPI in der Variante MPICH besteht aus Bibliotheken mit den Unterpro-

grammen, die in das ausfithrbare Programm eingebunden werden miissen.

2.6.5 Daten-Parallele-Programmierung

Das Programmierparadigma des Daten-Parallelen- Programmierens wurde speziell zur Program-
mierung von SIMD-Rechnern und MIMD-Rechnern mit gemeinsamen Speicher entwickelt. Hier-
bei kontrolliert ein einziges Programm den Ablauf der verteilten Operationen auf allen Prozes-
soren. Unterstiitzt werden hierbei hauptséichlich Feld-Operationen. Die Verteilung der Arbeit
auf die Prozessoren und das Einfiigen von Kommunikationen wird hierbei vom Compiler durch-
gefiihrt. Eine vollautomatische Parallelisierung ist allerdings nicht moglich. Die Steuerung des
Compilers durch den Programmierer ist in Form von Compiler-Direktiven notwendig.

Das Programmiermodell der Daten-Parallelen-Programmierung hat folgende Eigenschaften:

e Ein Programm kontrolliert den Ablauf der Operationen. Der Programmierer muss sich nur

mit einem Anweisungsstrom auseinandersetzen.

e Der Speicher wird als globaler Speicher behandelt, der nur einen Adressraum hat. Der
Programmierer muss sich daher nicht um den Austausch von Daten zwischen den einzelnen

Speichern der Prozessoren kiimmern.

e Eine ,lockere Synchronisation“ wird angestrebt, d.h. es ist nicht notwendig, dass zu einem
Zeitpunkt alle Prozessoren dieselbe Instruktion ausfithren. Notwendig ist die Ausfiihrung

desselben Programmabschnittes (z.B. gleiche Schleife) zu einem Zeitpunkt.

e Feld-Operationen werden automatisch parallel durchgefiihrt. Unabhéingigkeiten miissen

teilweise durch den Programmierer aufgezeigt werden.
e Zur Parallelisierung sind nur geringe Kenntnisse des Programmcodes notwendig.

Beim Entwurf einer Parallelisierung liegt der Hauptunterschied zwischen Message-Passing

und der Daten-Parallelen-Programmierung darin, dass bei Message-Passing das komplette

8MPE: Multiple Processing Environment
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Programm in datenunabhéngige Teile zerlegt werden muss, wobei bei der Daten-Parallelen-
Programmierung die Struktur des sequentiellen Programms erhalten bleibt und durch Direktiven

erweitert wird.

High Performance Fortran: Der wichtigste Vertreter der Daten-Parallelen-
Programmierung ist HPF ' und stellt eine Erweiterung von FORTRAN 90[Forum 1993a]
dar.

Die Entwicklung von HPF begann 1991 mit der Griindung des High Performance Fortran Fo-
rum. Detaillierte Arbeiten am Standard HPF wurden von einer Gruppe von etwa 40 Personen,
die sich aus Mitgliedern von Hardwarefirmen, Softwarefirmen und Universitdten zusammensetz-
te, durchgefithrt. Der Standard wurde im Januar 1993 verabschiedet. Die Spezifikation 1.0 von
HPF wurde im Mai 1993 verdffentlicht.

Ziele von HPF: HPF wurde im Gegensatz zu MPI und PVM nicht als Programmbiblio-
thek, sondern als Compiler konzipiert. Der Programmierer von HPF-Programmen muss das
FORTRAN-Programm durch Compiler-Direktiven dhnlich den aus C/C++ bekannten #define
oder dem #ifdef zur Unterstiitzung des Compilers erweitern. Es sollte ein System erreicht wer-
den, das maximale Performance mit SIMD-Rechnern erreicht. Die Programmentwicklung sollte
unabhéngig von der Hardware sein. Spezielle Eigenschaften der einzelnen Rechner durften daher
nur vom Compiler und nicht vom Programmierer genutzt werden. Die Portierung von bestehen-
den Programmen sollte moglichst einfach und schnell méglich sein und eine moglichst grofe
Kompatibilitit zu anderen Standards (FORTRAN-90) sollte erhalten bleiben. HPF-Programme
sollten sich fiir sequentielle Rechner mit FORTRAN-Compilern direkt ohne Anderungen iiber-

setzen lassen. Eine weitere Forderung war die einfache Implementierung von HPF.

Spracheigenschaften von HPF: In HPF wurde der komplette FORTRAN-90 Sprach-
umfang integriert. Dies schliefit neue Kontrollstrukturen, optionale Funktionsargumente, benut-
zerdefinierte Datentypen und Pointer ein. Die dynamische Speicherverwaltung ist eine weitere
Verbesserung von FORTRAN-90 gegeniiber den Vorgingern. Feldanweisungen werden, wenn
moglich, parallel ausgefithrt. Die Konvertierung von vielen alten FORTRAN-Programmen ist
problematisch. In FORTRAN-77 und FORTRAN-90 werden Verkniipfungen von Speicherberei-
chen mit den Befehlen COMMON und EQUIVALENCE realisiert. Diese Zuordnungen sind dynamisch
und durch HPF nicht auflésbar. Speicherbereiche, die mit den beiden Befehlen bearbeitet wer-
den, kénnen von HPF nicht verteilt werden. Eine Parallelisierung durch HPF ist dann nicht

moglich.

Compilerdirektiven: Die Steuerung des Compilers und damit der Parallelisierung ge-

schieht mit Compiler-Direktiven. Direktiven sind Angaben, die den Compiler auf Datenun-

'9HPF: High Performance Fortran
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abhingigkeiten, angestrebte Verteilung von Feldern oder die Prozessorverteilung aufmerksam
machen. Die Compilerdirektiven beginnen mit 'HPF$, CHPF$ oder *HPF$. Bei der Verwendung

eines sequentiellen Compilers werden die Direktiven als Kommentare aufgefasst und ignoriert.

2.6.5.1 Java

Verteilte Anwendungen bendtigen Kommunikation zwischen den Komponenten, um in Rech-
nernetzen verteilt arbeiten zu kénnen. Java bietet zwei Mechanismen, die die Kommunikation
ermoglichen: RMI (Remote Method Invocation) und JavaIDL iiber die Common Object Request
Broker Architecture (CORBA).

RMI ist Bestandteil von Java seit dem JDK 1.1 und ermdéglicht das Starten von ,Remote
Procedure Calls“ [Wollrath und Waldo 1999]. Hierfiir stellt ein Server Methoden zur Verfiigung,
mit denen Objekte manipuliert werden kénnen. Die hierbei aufgerufenen Unterprogramme auf
anderen Rechnern miissen ebenfalls in Java geschrieben sein. Der Aufbau einer verteilten An-
wendung unter Benutzung von RMI ist folgendermaflen: Der Server stellt seine Dienste iiber eine
Schnittstelle, einem Java-Interface, das Teil des Servers ist und mittels Namens-Diensten bekannt
gemacht wird, zur Verfiigung. Hierauf kénnen sowohl der Server als auch der Client zugreifen.
Durch Zugriff auf die Namens-Dienste kann der Client Informationen iiber die Schnittstelle er-
halten und Methoden auf dem Server starten. Zur Ubertragung der Daten werden die Objekte
serialisiert.

Die Architektur von RMI ist in Abbildung 2.27 dargestellt.

Client-Stubs Server—SkeIetons

Remote-Referenz-Schicht Remote-Referenz-Schicht

Transportschicht

Abbildung 2.27: Architektur von RMI

Die einzelnen Teile von RMI arbeiten folgendermafien zusammen:

e Das auf dem Server laufende Objekt wird durch den Client-Stub auf dem Client vertre-
ten. Alle Aufrufe leitet der Client-Stub an das Server-Objekt weiter. Hierfiir werden alle

iibergebenen Parameter und Objekte serialisiert.
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e Auf der Serverseite baut der Server-Skeleton als Gegenstiick zum Client-Stub die seriali-

sierten Parameter und Objekte wieder zusammen.

e Der Transport der Daten zwischen Server und Client wird in der Transportschicht durch-

gefithrt. Die Umwandlung der Daten geschieht hierbei in der Remote-Referenz-Schicht.

RMI lisst sich fiir verteilte Anwendungen leicht einsetzen und kann die Vorteile von Java, wie
z.B. die Plattformunabhéngigkeit, nutzen. Daten kénnen problemlos zwischen einzelnen Prozes-
sen ausgetauscht werden, solange sie serialisiert werden kénnen. Die Implementation von MPI
fiir Java verwendet daher auch die Funktionalitit von RMI. Ein Nachteil von RMI, der bei der
Verwendung von Java im Bereich des Hochleistungsrechnens nicht so gravierend ist, ist die Be-
schrinkung auf Java-Objekte. Ein grofierer Nachteil bei der Verwendung von Java und RMI im
Bereich des Hochleistungsrechnens liegt im Geschwindigkeitsnachteil von Java gegeniiber Pro-
grammiersprachen wie C++ und FORTRAN. Hier zeigen allerdings die neusten Entwicklungen
im Bereich der Compiler fiir Java, dass eine dhnliche Performance wie unter FORTRAN in den

néchsten Jahren erreicht werden kann [Artivagas u. a. 1999] [Maassen u. a. 2000].

(Objekt Implementierung

4. Aufruf der Methoden

1. bind(Name, Objektreferenz) der Objekte

Namespace

<Nanel, objektreferenzl>
<Nane2, objektreferenz2>

<Namex, obj ekt ref er enzx> BIJ%%OBEJ%ILI'[%efgrenZ

2. resolve(Name)

Client Anwendung

Abbildung 2.28: Name-Service von CORBA [Inprise 1999]

CORBA ist die Abkiirzung fiir Common Objekt Request Broker Architecture und ist ein
Standard der Open Management Group (OMG). Objekte, die in einer beliebigen Sprache ge-
schrieben sind, konnen mittels CORBA verwendet werden. Seit dem JDK 1.2 existiert die
CORBA-Anbindung in Java in Form von JavalDL [Inscore 1999]. Die Kommunikation funk-
tioniert dhnlich wie bei RMI. Ein Server stellt eine Schnittstelle zur Verfiigung, die bei einem
Namensdienst angemeldet (bind) wird und dann fiir Anfragen bereit steht (Abbildung 2.28). Der
Client fragt (resolve) beim ,Name Service* nach einem Serverobjekt und kann dann Methoden

des Servers aufrufen. Die Definition der Schnittstelle geschieht mittels der , Interface Definition
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Language“ (IDL) und wird nach Java iibersetzt. Der ,Object Request Broker* (ORB) iiber-

nimmt die eigentliche Kommunikation zwischen den Objekten.

2.6.6 Leistungsdaten

Die Parallelisierung eines Programms stellt einen zusétzlichen Aufwand gegeniiber der Nutzung
eines sequentiellen Programms dar. Die Anschaffung eines speziellen Parallelrechners ist in der
Regel sehr teuer. Dieser Aufwand sollte durch Zeitgewinn bei der Anwendung eines Programms
gerechtfertigt werden. Hierfiir sind verschiedene Leistungsdaten entwickelt worden. Die wichtig-

sten Leistungsdaten einer Parallelisierung sind der Speed-up?’ und die Effizienz.

2.6.6.1 Speed-up

Der Speed-up eines parallelen Programms ist das Verhéltnis der Zeit fiir die sequentielle Be-

rechnung zur Zeit fiir die parallele Berechnung mit n Prozessoren. Definiert ist der Speed-up
als: T

S(n) = =24 2.11

() = = (211)

wobei Ty, die Zeit bei sequentieller Berechnung ist und 7), die Zeit zur Berechnung mit n

Prozessoren. Der optimale Wert des Speed-up ist S(n) = n.

2.6.6.2 Effizienz

Eine andere Mafzahl zur Bewertung einer Parallelisierung ist die Effizienz. Diese gibt das

Verhiltnis zwischen dem Speed-up und der Anzahl der Prozessoren an:

Tseq
E(n) = % = %:) (2.12)

Die Effizienz, deren Optimalwert 1 ist, gibt den Grad der Ausnutzung eins Parallelrechners

aln.

20Speed-up: engl: Beschleunigung
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3 Netzgenerierung

Eine Reihe von physikalischen Problemstellungen lédsst sich mit Hilfe von Differentialgleichun-
gen beschreiben. Zur numerischen Losung der Gleichungen sind verschiedene Methoden wie z.B.
die Finite-Elemente-Methode, die Finite-Differenzen-Methode oder die Finite-Volumen-Methode
entwickelt worden. Diese numerischen Verfahren benétigen eine Diskretisierung, d.h. eine Zerle-

gung in kleine Elemente, des zu simulierenden Systems.

Die Netzgenerierung ist ein Prozess, bei dem ein System in viele kleine Teilsysteme, die
Elemente genannt werden und sich nicht iiberlappen diirfen, zerteilt wird. Ebene Systeme kénnen
in Dreieckelemente oder Viereckelemente, rdumliche Gebilde in Tetraeder oder Hexaeder zerteilt

werden.

Die Auswahl, ob strukturierte oder unstrukturierte Netze verwendet werden, hiangt von
der Problemstellung und dem angestrebten Losungsweg ab. Die Verwendung der Methode der
Finiten Differenzen verlangt normalerweise strukturierte Netze, wihrend bei der Methode der
Finiten Elemente strukturierte und unstrukturierte Netze verwendet werden kénnen. Der Spei-
cheraufwand zur Generierung von strukturierten Netzen ist normalerweise wesentlich geringer
und die Komplexitit der Netzgenerierungsalgorithmen ist bei unstrukturierten Netzen hoher.
Unstrukturierte Netze bieten bessere Moglichkeiten die Geometrie genauer abzubilden. Lokale
Verfeinerungen des Netzes sind in unstrukturierten Netzen ebenfalls einfacher zu realisieren. Bei
lokal verfeinerten Netzen ist die Anzahl der entstehenden Elemente in unstrukturierten Netzen
wesentlich geringer als in strukturierten Netzen. Hierdurch wird die Handhabbarkeit und die

Rechenzeit der nachfolgenden Berechnung stark beeinflusst.

3.1 Unstrukturierte Netze

Ein Anwendungsgebiet von unstrukturierten Netzen ist die Finite-Elemente-Methode. Unstruk-
turierte Netze sind durch die nicht konstante Anzahl von an einen Knoten angrenzenden Elemen-
te definiert. Wesentlicher Vorteil der unstrukturierten Netze im Vergleich zu den strukturierten
Netzen ist die Flexibilitat der Algorithmen beziiglich der zu vernetzenden Geometrie. Die Steue-
rung der Elementgrofe ist wesentlich einfacher und lokal benétigte Verfeinerungen sind einfacher

und mit einer wesentlich geringeren Elementanzahl zu realisieren.

Unstrukturierte Netze konnen fiir ein-, zwei- und dreidimensionale Geometrien verwendet
werden. Die entstehenden Elemente entsprechen den benétigten, in Abschnitt 2.2.2.1 beschrie-

benen Finiten-Elementen, wie z.B. Dreiecken, Vierecken, Tetraedern oder Hexaedern.
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3 Netzgenerierung

3.1.1 Netzbasierte Methode

Eine sehr einfache Methode zur automatischen Generierung unstrukturierter Netze ist die Netz-
basierte Methode, die auch Uberlagerungsverfahren genannt wird. Sie ist sowohl fiir zwei- als
auch fir dreidimensionale Geometrien anwendbar [Schneiders 1996a] [Fuchs 1998]. Man kann
sowohl Dreieck- und Vierecknetze als auch Tetraeder- oder Hexaedernetze mit der Technik er-
stellen.

Ein regelmifliges Netz aus Elementen wird iiber die Geometrie gelegt und alle aus der
Geometrie herausragenden Elemente abgeschnitten oder angepasst. Im Inneren ist die Qua-
litdt der Netze sehr gut, die Randelemente sind von schlechterer Qualitdt. Eine Verbesserung
der Qualitit dieser Elemente ist mit Glattungsalgorithmen (siehe Abschnitt 3.2) méoglich. Lokale
Netzverfeinerungen sind in dieser Technik nicht vorgesehen. Eine Vorgabe der Diskretisierung
des Geometrierandes bzw. der Geometrieoberfliche ist nicht mdglich. Hierdurch wird auch das
Zusammenfiigen von mehreren Netzteilen verhindert. Der numerische Aufwand des Verfahrens

und damit die Zeit zum Generieren eines Netzes ist sehr gering.

VAvAVANS

AYAVAVAVAVAN

JOXTIIILS LR
i G

Abbildung 3.1: Netzbasierte Methode

Eine Abwandlung des Verfahrens ist die quadtree-basierte Netzgenerierung fiir 2D Netze sowie
die octree-basierte Netzgenerierung fiir Tetraeder- und Hexaedernetze [Schneiders u. a. 1996a].
Zur Anpassung des regelmifigen inneren Netzes an die Randgeometrie werden entlang der an-
gestrebten Berandung alle Elemente entfernt. Die entstandene Liicke wird mit der Isomorphie-
Technik [Dhondt 1999] vernetzt.

3.1.2 Advancing-Front-Methode

Die Advancing-Front-Methode eignet sich sowohl zur Vernetzung von zweidimensionalen als auch
zur Vernetzung von dreidimensionalen Geometrien [Schoberl 1997]. Lokale Verfeinerungen des
Netzes sind einfach moglich. Im ebenen Fall kénnen sowohl Dreieckelemente als auch Viereck-
elemente erzeugt werden. Die Advancing-Front-Methode zur Generierung von Viereckelementen
wird Paving-Algorithmus genannt. Tetraederelemente konnen zur Vernetzung dreidimensionaler
Gebilde verwendet werden, fiir Hexaederelemente scheitert zur Zeit das Verfahren hiufig beim

Vernihen der Restgeometrie [Schneiders 1996a].
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Abbildung 3.2: Advancing-Front-Methode

Die Geometrie wird in einem initialen Schritt entsprechend der Dichtefunktion zur Beschrei-
bung der angestrebten Elementkantenlinge diskretisiert (Abbildung 3.2 a)). Die diskretisierte
Geometrie stellt die initiale Front dar. Im zweidimensionalen Fall besteht diese initiale Front
aus einem Polygonzug, im dreidimensionalen Fall bei der Generierung von Tetraedern aus einem

Dreiecknetz und bei der Generierung von Hexaedern aus einem Vierecknetz.

Die Elemente werden im néchsten Schritt der Generierung entsprechend Abbildung 3.2 b) und
c) entlang der Front so eingefiigt, dass mindestens eine Kante des Elementes auf der Front liegt.
Anschlieffend wird die Front um das neu entstandene Element herum verschoben. Dieser Vorgang
wird solange wiederholt, bis die Front nicht mehr vorhanden ist (Abbildung 3.2 d)). Abhéngig von

der Ausgangsgeometrie konnen mehrere Fronten vorhanden sein oder zwischenzeitlich entstehen.

Die Advancing-Front-Methode liefert automatisch geglittete Netze. Manuelle Eingriffe zur
Steuerung des Algorithmus sind nicht notwendig. Um das Uberschneiden von verschiedenen
Fronten oder Frontteilen zu vermeiden, ist eine sehr komplexe Suche von Elementen und Knoten

in der Nahe der Front notig. Dadurch ist der Algorithmus sehr langsam.

Bei einer falsch vorgegebenen Dichtefunktion mit zu groflen Gradienten kann es moglich sein,
dass der Algorithmus scheitert und kein Netz erzeugen kann. Bei der Generierung von Viereck-
elementen weist der Algorithmus Vorteile gegeniiber anderen Verfahren auf. Die Qualitit der
Netze ist gut und die Anzahl der erzeugten Elemente relativ gering. Irregulire Punkte, Netz-
punkte mit einer von vier abweichenden Anzahl von angrenzenden Elementen (siehe Abschnitt
3.2.2.1), liegen nur im Inneren des Gebietes. Eine Glattung zur Reduzierung der Wirkung der

Irregularitit ist hierbei mdglich.

In der Literatur sind auch Losungsansitze zur Generierung von Hexaedernetzen mit der
Advancing-Front-Methode beschrieben. Diese gehen von einem initialen Vierecknetz auf der
Oberfliche der Geometrie aus. Im Inneren der Geometrie bleiben meistens Polyeder iibrig, die
sich nicht zu Hexaedern vernetzen lassen. Als einfachstes Beispiel hierfiir wird unter anderem
in [Schneiders 1996a] die Pyramide aus Abbildung 3.3 beschrieben. Das Oberflichennetz aus

Vierecken lasst sich beweisbar nicht zu Hexaedern vernetzen.
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/D

Abbildung 3.3: Problematische Hexaedervernetzung

3.1.3 Delaunay-Triangulierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Delaunay-Triangulierung zur Netzgenerierung von zweidi-
mensionalen Netzen verwendet. Die Erliuterungen zu diesem Verfahren sind daher detaillierter
als die Beschreibungen der anderen Verfahren.

Die Delaunay-Triangulierung ist in den letzten Jahren eine sehr populdre Methode zur Gene-
rierung von Netzen geworden. Sie existiert zum einen fiir zweidimensionale Dreiecknetze, lésst
sich aber auch auf dreidimensionale Tetraedernetze erweitern [Shewchuk 1997].

Die Delaunay Triangulierung optimiert den Innenwinkel der Dreieckelemente. Fiir zweidimen-
sionale Netze findet der Algorithmus die optimale Vernetzung mit dem gréftméoglichen minima-
len Innenwinkel. Die Erweiterung der Delaunay-Triangulierung zum Erzeugen von Tetraedern
ist hinsichtlich der Qualitidt der Elemente nicht so effizient. Delaunay-Netze werden iiber das
Kreis-Kriterium definiert [Delaunay 1934]:

Definition 3 Fin zweidimensionales Delaunay-Netzwerk besteht aus nicht iberlappenden Drei-
ecken, wobei im Netzwerk kein Eckpunkt vom Umkreis eines beliebigen anderen Dreiecks um-

schlossen ist.

Bei der Existenz von nur drei Eckpunkten auf jedem Umkreis ist die Triangulierung eindeutig.
Eine eindeutige Delaunay-Triangulierung ist beispielhaft in Abbildung 3.4 a) dargestellt. Der
enge Zusammenhang mit den Voronoi-Diagrammen [Voronoi 1908] lisst sich aufzeigen und ist
in Abbildung 3.4 b) dargestellt. Voronoi-Diagramme sind definiert durch die Senkrechte auf den
Verbindungslinien zwischen zwei Punkten.

Eine Erweiterung der Theorie auf dreidimensionale Gebilde zur Generierung von Tetraedern
ist moglich [Fuchs 1998]. Hierbei ist folgende Definition zu beachten:

Definition 4 Ein dreidimensionales Delaunay-Netzwerk besteht aus nicht diberlappenden Tetra-
edern, wobei im Netzwerk kein Eckpunkt von der umschliefenden Kugel eines beliebigen anderen

Tetraeders umschlossen wird.

Zur Generierung der Netze nach den oben beschriebenen Kriterien existieren eine Reihe von
Methoden. Im Rahmen dieser Arbeit werden nur Algorithmen zur Generierung zweidimensiona-

ler Netze beschrieben. Die Methoden zur Triangulierung lassen sich in zwei Gruppen teilen: die
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— Dreiecke — Voronoi Diagramm
- - Umkreise — Dreiecke
- - Umkreise

Abbildung 3.4: Delaunay-Triangulierung: a) Umkreise, b) Voronoi-Diagramm

statische Triangulierung und die dynamische Triangulierung. Bei der statischen Triangulierung
erreicht man im Gegensatz zur dynamischen das Kreis-Kriterium erst, wenn alle vorgegebenen

Punkte im Netzwerk beriicksichtigt sind.

3.1.3.1 Statische Algorithmen

Recursive-Split-Algorithmus: Dieser Algorithmus wurde zuerst von
[Lewis und Robinson 1978] beschrieben und besteht aus folgenden Schritten:

Schritt 1: Der umschliefende Polygonzug wird gesucht.

Schritt 2: Rekursiv wird die Geometrie in jeweils zwei Teilgeometrien zerlegt, die mdglichst
kreisformig sind (Abbildung 3.5a)-d)). Abgebrochen wird die Rekursion, wenn alle Teil-

geometrien nur noch aus drei Punkten bestehen.

Schritt 3: Uber alle Kanten wird traversiert. Die beiden durch diese Kante benachbarten Drei-
ecke werden zu einem gedachten Viereck zusammengefasst. Entlang der kiirzeren Kante
wird das Viereck dann in zwei Dreiecke zerteilt. Dieser Schritt wird solange wiederholt,

bis keine Anderungen mehr auftreten (Abbildung 3.5¢)).

Fiir diesen Algorithmus sind die Laufzeitangaben in der Literatur verschieden. Wéhrend
[Lewis und Robinson 1978] von einem Laufzeitverhalten von O(nlogn) schreiben, nehmen
[Lee und Schachter 1980] ein Laufzeitverhalten von O(n?) an. Beide Angaben sind nicht be-

weisbar. Die Bisektion zeigt eine direkte Parallelisierbarkeit des Algorithmus auf.
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Abbildung 3.5: Recursive-Split- Algorithmus

Divide-and-Conquer-Algorithmus: Dieser Algorithmus funktioniert dhnlich wie der

Recursive-Split-Algorithmus und besteht aus den folgenden Schritten:

Schritt 1: Die Geometrie wird rekursiv zerteilt, bis jede Teilgeometrie nur noch vier Punkte
enthélt.

Schritt 2: Aus dem Viereck werden durch Teilen entlang der kiirzeren Diagonalen zwei Dreiecke

erzeugt.

Schritt 3: Beim Zusammenfiigen der Teilgeometrien werden durch Auflenkanten der Teilgeome-
trien benachbarte Dreiecke als Viereck betrachtet und entlang der kiirzeren Kante in zwei

Dreiecke geteilt.

Die Laufzeit dieses Algorithmus verhélt sich mit O(nlogn) und ist damit der schnellste hier
beschriebene Algorithmus. Eine Parallelisierung des Algorithmus zur Nutzung auf Parallelrech-

nern ist aufgrund der Bisektion denkbar.

Radial-Sweept-Algorithmus: Der Radial-Sweept-Algorithmus ist der am einfachsten zu
programmierende Algorithmus und wurde erstmals von [Mirante und Weingarten 1982] vorge-

stellt. Der Algorithmus besteht aus folgenden Schritten:

Schritt 1: Der dem Mittelpunkt der Geometrie am néchsten liegende Punkt wird ausgewihlt

und mit allen iibrigen Punkten verbunden. Die Entfernung und Richtung zu den restli-
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Abbildung 3.6: Radial-Sweept-Algorithmus

chen Punkten werden festgestellt und die Punkte nach der Richtung sortiert (Abbildung
3.6a)). Die dufleren Punkte werden entsprechend der Sortierung miteinander verbunden
(Abbildung 3.6b)).

Schritt 2: Die Auenkante des Gebiets wird traversiert. Bilden drei aufeinander folgende Punkte

ein auflenliegendes Dreieck, so sind diese in die Geometrie einzubinden (Abbildung 3.6c¢)).

Schritt 3: Uber alle Kanten wird traversiert. Die beiden durch diese Kante benachbarten Drei-
ecke werden zu einem gedachten Viereck zusammengefasst. Entlang der kiirzeren Kante
wird das Vierecke in zwei Dreiecke zerteilt. Dieser Schritt wird solange wiederholt bis keine
Anderungen mehr auftreten (Abbildung 3.6d)).

Die beschriebene Vorgehensweise hat Nachteile im Laufzeitverhalten. Das Bestimmen der
Richtungen der benachbarten Punkte ist sehr zeitaufwendig. In der Literatur gibt es hierfiir An-
gaben iiber das Laufzeitverhalten von O(n logn). Ebenfalls ungiinstig wirkt sich das Traversieren
aller Kanten auf die Laufzeit mit O(n?) aus. Eine Parallelisierung der Richtungsbestimmung der
Punkte sowie der Traversierung der Kanten ist denkbar, in beiden Fillen sind jedoch aufgrund

der notwendigen Kommunikationen keine guten Effizienzen zu erwarten.

Step-by-Step-Algorithmus: Der Step-by-Step-Algorithmus ist der wohl am haufigsten
verwendete Algorithmus zur Erzeugung von Delaunay-Triangulierungen. Er wird unter anderem
von [McCullagh und Ross 1980] beschrieben und verdeutlicht durch die Art der Generierung

schon das Kreis-Kriterium.

Schritt 1: Eine initiale Dreieckkante am Rand der Geometrie wird gesucht. Im Kreis mit dem
Mittelpunkt in der Mitte zwischen den beiden Punkten der Kante sollte kein weiterer
Punkt liegen (Abbildung 3.7 a)).

Schritt 2: Entlang der Mittelsenkrechten der Kante wird der Kreis verschoben und dabei der

Radius angepasst. Der erste Punkt, der innerhalb bzw. auf dem Kreis liegt, erfiillt das
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Abbildung 3.7: Step-by-Step-Algorithmus

Kreis-Kriterium (Abbildung 3.7 b)). Der gefundene Punkt und die beiden Punkte der

initialen Kante werden die Eckpunkte des neuen Dreiecks.

Schritt 3: Die neu eingefiigten Kanten sind die initialen Kanten und der Schritt 2 wird rekursiv

wiederholt.

Das Suchen der Punkte in der Nihe der initialen Kante erweist sich als ungiinstig fiir
das Laufzeitverhalten. Die Komplexitidt dieses Suchens ist mit O(nlogn) anzugeben, die Ge-
nerierung der Dreiecke selbst nur mit O(n). Eine Parallelisierung dieses Algorithmus wird in

[Saxena u. a. 1990] vorgestellt.

Modified-hierarchical-Algorithmus: Dieser Algorithmus wird von [Floriani u. a. 1984]
vorgestellt. Der Algorithmus ist eine Mischung aus dem Radial-Sweept-Algorithmus und dem

Incremental-Algorithmus.

a)/\_b)/\_@ i

Abbildung 3.8: Modified-hierarchical-Algorithmus

Schritt 1: Eine initiale grobe Vernetzung wird erzeugt z.B. durch Triangulierung des umschlie-
flenden Polygonzugs (Abbildung 3.8 a)).
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Schritt 2: Jeder in einem Dreieck liegende Punkt wird in das Netz eingebaut, indem das Dreieck
durch drei neue Dreiecke, bestehend aus dem einzubindenden Punkt und den alten Punkten
des Dreiecks, erzeugt wird (Abbildung 3.8 b), c)).

Schritt 3: Uber alle Kanten wird traversiert. Die beiden durch eine Kante benachbarten Dreiecke
werden zu einem gedachten Viereck zusammengefasst. Entlang der kiirzeren Kante wird
das Viereck in zwei Dreiecke zerteilt. Dieser Schritt wird solange wiederholt, bis keine
Anderungen mehr auftreten (Abbildung 3.8 d)).

Die Komplexitit dieses Algorithmus hat die schlechteste Performance mit O(n?). Schritt 3
dieses Algorithmus ist parallelisierbar, indem die initialen Dreiecke den einzelnen Prozessoren zu-
geordnet werden. Durch die moéglicherweise ungleiche Anzahl von in das Dreieck einzubindenden

Punkten sind schlechte Effizienzen zu erwarten.

3.1.3.2 Dynamische Algorithmen

Dynamische Algorithmen zur Generierung von Delaunay-Triangulierungen erfiillen das Kreis-

Kriterium nach dem Einfiigen jedes Punktes.

Incremental-Algorithmus: Dieser  Algorithmus  wurde unter anderem  von
[Lee und Schachter 1980] vorgestellt.

a>/\b)/\d)

Abbildung 3.9: Incremental-Algorithmus

Schritt 1: Es muss eine grobe initiale Triangulierung erzeugt werden. Dies kann z.B. durch die

Triangulierung des umschliefenden Polygonzugs geschehen (Abbildung 3.9 a)).

Schritt 2: Ein Punkt wird eingefiigt, indem das Dreieck, in dem der Punkt liegt, durch drei neue
Dreiecke, bestehend aus dem einzubindenden Punkt und den alten Punkten des Dreiecks,
ersetzt wird (Abbildung 3.9 b)).
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Schritt 3: Alle Vierecke, die sich aus Dreiecken, die Kanten des alten aufgelésten Dreiecks be-
sitzen, bilden lassen, miissen iiberpriift und mdoglicherweise muss die diagonale Kante ge-
tauscht werden (Abbildung 3.9 c)).

Fiir diesen Algorithmus sind die Angaben iiber das Laufzeitverhalten in der Literatur unter-
schiedlich. Wihrend die meisten Angaben hierfiir O(n?) lauten, ist in [Heller 1990] ein Laufzeit-

verhalten von O(nlogn) angegeben.

Watson’s Algorithmus: Der hier beschriebene Algorithmus ist auch bekannt unter dem
Namen Incremental Delete-and-build-Algorithmus. Vorgestellt wurde der Algorithmus zuerst
von [Watson 1981].

Abbildung 3.10: Watson’s Algorithmus

Schritt 1: Es muss eine grobe Triangulierung erzeugt werden. Dies kann z.B. durch die Trian-

gulierung des umschlieflenden Polygonzugs geschehen (Abbildung 3.10 a)).

Schritt 2: Es wird der umgebende Polygonzug des Punktes festgestellt. Dieser Polygonzug ist
dadurch gekennzeichnet, dass der neue Punkt innerhalb der Umkreise der Dreiecke liegt.
Alle Dreiecke innerhalb des Polygonzuges werden geloscht (Abbildung 3.10 b)).

Schritt 3: Innerhalb des Polygonzuges werden neue Dreiecke erzeugt. Jedes neue Dreieck besitzt

zwei Punkte auf dem Polygonzug und den neu eingefiigten Punkt als Eckpunkte.

Der Watson’s Algorithmus ist durch die Suche nach dem Polygonzug vom Laufzeitverhalten
her ungiinstig. Die Komplexitit wird mit O(n?) angegeben.
3.1.3.3 Einfiigen von Punkten

Die oben beschriebenen Verfahren zur Delaunay-Triangulierung kénnen nur vorgegebene Punkt-
mengen optimal zu Dreiecknetzen verbinden. Bei der Vorgabe der Auflengrenze, von Fixpunkten

und Léchern durch den Anwender ergeben sich nur sehr grobe, fiir die Finite-Elemente-Methode
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3.1 Unstrukturierte Netze

unbrauchbare Netze. Zum Generieren von Punkten innerhalb des Gebietes existieren eine Reihe
von verschiedenen Generierungsalgorithmen. Mit Hilfe dieser ist es moglich Netze zu erzeugen,

die der gewiinschten Qualitdt und der angestrebten Elementgrofie entsprechen.

AN
T
<N

Abbildung 3.11: Einfiigen von Punkten bei einem Dreieck mit schlechter Qualitit

Ziel beim Einfiigen von zusitzlichen Punkten in das Netzwerk ist das Eliminieren von
Dreiecken mit schlechter Qualitdt. Bei Dreiecken mit schlechter Qualitit liegt der Umkreis-
Mittelpunkt weit auBerhalb des Dreiecks (siehe auch Abschnitt 3.4). Die beschriebenen Dreiecke
werden herausgesucht (Abbildung 3.11 a)). Alle Dreiecke, in deren Umkreis der Mittelpunkt des
Umkreises des schlechten Dreiecks liegt, werden geloscht. Der Umkreis-Mittelpunkt wird als neu-
er Punkt eingefiigt. Aus jeweils zwei Eckpunkten der geloschten Dreiecke und dem Mittelpunkt
werden neue Elemente generiert (Abbildung 3.11 b)).

Chew’s erster Algorithmus: [Chew 1989] schligt einen Algorithmus zum Einfiigen von
Punkten vor. Als obere Grenze fiir die Qualitit von Dreiecken verwendet er das Umkreisradius-
Kriterium (siehe Abschnitt 3.4.2.1) und setzt B = 1 als Maximalwert an. Chew teilt alle Dreiecke
auf, deren Umkreisradius grofler als die kiirzeste Kante im Netzwerk (A, ) ist. Hierdurch wird

erreicht, dass die maximale Kantenléinge im gesamten Netz 2 - hy,;, nicht iibersteigt.

Rupperts Algorithmus: Ruppert stellte den Algorithmus in [Ruppert 1993] erstmals vor.
In [Ruppert 1995] wird bewiesen, dass der Algorithmus Netze liefert, bei denen die inneren

Winkel der Dreiecke nie kleiner als 20.7° sind. Der Algorithmus wird bestimmt durch zwei Regeln:

Regel 1: Wenn sich im Durchmesserkreis einer Kante Punkte befinden, wird in der Mitte der
betroffenen Kante ein Punkt eingefiigt (sieche Abbildung 3.12).

Regel 2: Spitze Dreiecke werden eliminiert, indem das Kreis-Kriterium mit einer beliebigen
Grenze B entsprechend Abbildung 3.29 und Abschnitt 3.4.2.1 angewendet wird.
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3 Netzgenerierung

Abbildung 3.12: Ruppert’s Algorithmus, Regel 1, a) Suchen nach einem kritischen Punkt, b)

Neuvernetzung

Chew’s zweiter Algorithmus: Dieser Algorithmus wurde erstmals in [Chew 1993] vorge-
stellt. In [Shewchuk 1997] wird gezeigt, dass der minimale Innenwinkel eines Dreiecks im Netz-
werk bei Verwendung dieses Algorithmus 26.5 ist.

Chew zerteilt die Dreiecke unter Verwendung des in Abschnitt 3.4.2.1 vorgestellten Kreis-
Kriteriums mit einer Grenze von 5 = 1. Wenn der Umkreis-Mittelpunkt eines Dreiecks nicht als
Knoten eingefiigt werden kann, da er z.B. auflerhalb der Geometrie liegt, werden alle Punkte
im Umkreis der kritischen Kante gel6scht. Ein neuer Punkt wird im Mittelpunkt der kritischen

Kante eingefiigt. Dieser neue Punkt dient als dritter Punkt fiir die neu zu erzeugenden Dreiecke.

3.1.4 Generierung von Viereckelementen

a) b)
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Abbildung 3.13: a) lokale Koordinaten, b) Uberlappung der lokalen Koordinaten eines Viereck-

elementes mit einem Innenwinkel grofier 180 °

Die Generierung von Netzen aus Viereckelementen ist schwieriger als die Generierung von
reinen Dreiecknetzen. Die Ursachen der Schwierigkeiten liegen an Gegebenheiten der Viereck-

elemente bzw. der Viereckelementnetze:
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3.1 Unstrukturierte Netze

Ungiiltige Elementform: Viereckelemente diirfen nicht jede beliebige Form annehmen. So
sind Innenwinkel grofer oder gleich 180 “unzulissig, da hierbei ein lokales Koordinaten-
system nicht mehr eindeutig bestimmbar ist bzw. die lokalen Koordinatenlinien auflerhalb
des Elementes, wie in Abbildung 3.13 b) dargestellt, liegen. Bei Dreiecken tritt diese Pro-

blematik nicht auf, da Dreiecke nur mit Innenwinkeln kleiner 180 "erzeugbar sind.

Vernetzbarkeit: Nicht jede vorgegebene Punktmenge bzw. vorgegebener Polygonzug ist ohne
Einfiigen von Punkten mit Vierecken vernetzbar. In Abbildung 3.14 sind Beispiele fiir
beide Félle gegeben. Beliebige Punktmengen oder Randpolygone lassen sich mit giiltigen

Dreiecken immer vernetzen.

a) b)

Abbildung 3.14: a) nicht vernetzbare Punktmenge b) nicht vernetzbarer Polygonzug

Die beiden dargestellten Gegebenheiten verursachen weitere ungiinstige Einschrinkungen bei

der Vernetzung mit Viereckelementen:

Teilen einer Kante Das nachtrigliche Teilen einer Kante in zwei Teilkanten ist nicht ohne

weiteres moglich, da hierbei nicht vernetzbare Gebiete entstehen konnen (Abbildung 3.15

a)).

Einfiigen einzelner Punkte Einzelne Punkte konnen nicht in das Netz eingefiigt werden (Ab-
bildung 3.15 b)).

a) b)

Abbildung 3.15: a) Teilen einer Kante b) Finbau eines Punktes
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3 Netzgenerierung

3.1.5 Generierung von Vierecken aus Dreiecken

Ein Teil der hier beschriebenen Algorithmen zur Generierung unstrukturierter Netze kann nur
Dreiecke generieren. Zur Generierung von Vierecken ist daher oft ein Umwandeln der Dreieck-
netze in Vierecknetze notwendig.

Die Viereckelemente werden aus zuvor generierten Dreieckelementen erzeugt. Hierbei wird
angestrebt, aus jeweils zwei benachbarten Dreieckelementen vier Viereckelemente zu erzeugen
(Abbildung 3.16 a)). Nicht verteilbare Dreiecke werden in drei Vierecke zerlegt (Abbildung 3.16

b)).

Abbildung 3.16: Generierung der Vierecke aus Dreiecken

Zusammenfassen der Dreiecke: Die Zusammenfassung von jeweils zwei Dreiecken zu vier
Vierecken wird als Paving-Algorithmus bezeichnet. In der Mitte der Elementkanten der Dreiecke
werden Knoten eingefiigt. Diese werden entsprechend Abbildung 3.16 a) zur Generierung der

vier neuen Viereckelemente verwendet.

Algorithmus I: Das Zusammenfassen der Dreiecke kann mit Hilfe eines abgewandelten
Greedy-Algorithmus geschehen. Eine Beschreibung des Greedy-Algorithmus findet man unter
anderem in [Farhat 1988]. Basierend auf der Graphentheorie wird ein bestehendes Elementnetz
mit dem Greedy-Algorithmus in Teilnetze zerlegt. Hierbei wird jedem Knoten ein Wichtungs-
faktor, der der Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Elemente entspricht, zugewiesen. Re-
kursiv werden, ausgehend vom Knoten mit der geringsten Wichtung, einem Teilgebiet Elemente
zugeordnet. Die Wichtung der Knoten der verteilten Elemente wird in jedem Rekursionsschritt
reduziert.

Um bessere Vierecknetze zu erhalten, wird die Wichtung der Knoten gegeniiber dem Standard
Greedy-Algorithmus verdndert. Die Wichtung der inneren Knoten wird gegeniiber den Randkno-
ten erhdht, um nicht zusammenfassbare Dreiecke ins Innere des Gebietes zu verschieben. Hier
ist der Einfluss dieser ungiinstigen Elemente auf die Netzqualitit nach der Glittung geringer.

Zum Zusammenfassen der Dreiecke ist eine aufwendige Datenstruktur des Dreiecknetzes not-
wendig. In dieser muss jeder Knoten seine Nachbarknoten und die angrenzenden Elemente ken-

nen. Jedes Element muss Zeiger auf seine Knoten sowie die benachbarten Elemente haben.
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3.1 Unstrukturierte Netze

Algorithmus II: Zum Zusammenfassen wurde ein weiterer Algorithmus entwickelt. Dieser
basiert auf dem Greedy-Algorithmus, nutzt aber nicht Knotenwichtungen, sondern Kantenwich-
tungen. Jedes Dreieckelement hat Zeiger auf die jeweiligen Nachbarelemente. Liegt eine Fixlinie
zwischen zwei Dreiecken oder stellt eine Kante die Auengrenze des zu vernetzenden Gebietes
dar, wird der entsprechende Zeiger nicht belegt. Knoten auf vorgegebenen Linien, wie z.B. Fixli-
nien oder Randlinien, erhalten eine Knotenwichtung. Die Summe der Knotenwichtungen ergibt
die Elementwichtung. Der Algorithmus sucht nun rekursiv das Element, das die geringste Anzahl
von Zeigern auf seine Nachbarelemente hat. Existieren mehrere Elemente mit minimaler Anzahl
von Nachbarn, wird unter diesen Elementen das Element mit der gréfiten Elementwichtung ge-
sucht. Dieses wird mit dem Nachbarelement vereinigt, das die geringste Anzahl von Nachbarn

und wenn nétig die groBte Elementwichtung besitzt.

Teilen eines Dreiecks in drei Vierecke: Nicht zusammenfassbare Dreieckelemente werden
in drei Viereckelemente zerteilt. Hierfiir wird der Schwerpunkt des Dreiecks bestimmt. Dieser
und die Seitenmittenknoten dienen als Eckknoten der neuen Viereckelemente (siche Abbildung
3.16 b)).

Die Generierung dieser Vierecke ist wesentlich einfacher als das Zusammenfassen von zwei
Dreiecken zu vier Viereckelementen. Die Qualitit der hierbei entstehenden Vierecke ist sehr
schlecht. Netze, die nur aus derart generierten Viereckelementen bestehen, sind durch Glitten

nicht verbesserbar.

Eigenschaften der Vierecknetze: Vierecknetze, die aus Dreiecknetzen generiert wurden,
haben nachteilige Eigenschaften. Linien und Punkte im Inneren des zu vernetzenden Gebietes,
die bei Generierung beriicksichtigt werden sollen, miissen schon im Dreiecknetz vorhanden sein.
Hieraus folgt, dass die Linien und Punkte nur auf alten Dreieckkanten bzw. -punkten liegen
konnen. Zwischen zwei vorgegebenen Punkten muss daher immer ein nicht vorgegebener Punkt
liegen und zwischen zwei parallelen Linien immer eine Punktreihe.

Innerhalb der Netze treten immer Knoten auf, an die nur drei Vierecke angrenzen. Die be-
troffenen Elemente weisen immer ungiinstige Innenwinkel auf, die sich durch Glittung und

Netzverbesserung nur bedingt beseitigen lassen.

3.1.6 Generierung von Hexaederelementen

Hexaedernetze lassen sich wie oben beschrieben relativ schlecht generieren. Standard-Techniken
zur Netzgenerierung, wie z.B. das Advancing-Front-Verfahren, scheitern bei komplizierteren
Geometrien. Losungen werden hier durch hybride Netze aus Tetraedern, Pyramiden und He-
xaedern in [Meyers und Tautges 1998] vorgeschlagen.

Das Uberlagerungsverfahren [Dhondt 1999] und die octree-basierte Netzgenerierung kénnen

zwar beliebige Geometrien vernetzen, haben aber die Einschriankung, dass die Diskretisierung
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3 Netzgenerierung

der Oberfliche durch den Algorithmus vorgegeben wird und nicht immer den Anforderungen
des Nutzers entsprechen.

Das Zusammenfassen von Tetraedern zu Hexaedern analog zur Zusammenfassung von Drei-
ecken zu Vierecken in Abschnitt 3.1.5 ist auch relativ schwierig und extrem zeitaufwendig. Die
gefundene Losung ist meist von schlechter Qualitit.

Die Teilung der Tetraeder in jeweils vier Hexaeder ist fiir jede Geometrie moéglich. Hierbei
entstehen Elemente mit einer sehr ungiinstigen Topologie. An die Knoten des Tetraedernetzes
grenzen normalerweise 24 Elemente an. Entsprechend Tabelle 2.1 sollten an jeden Knoten ei-
nes Hexaedernetzes acht Elemente angrenzen. Durch Glitten oder Netzverbesserung ldsst sich
diese Problematik nicht umgehen. Des weiteren gelten fiir so entstandene Hexaedernetze die
gleichen nachteiligen Eigenschaften wie die in Abschnitt 3.1.5 beschriebenen Eigenschaften fiir

Viereckelementnetze, die aus Dreieckelementnetzen entstanden sind.

3.2 Glattung und Netzverbesserungen

Die Qualitdt der erzeugten Netze entspricht nicht immer den in Abschnitt 3.4 beschriebenen
Anforderungen. Zur Verbesserung der Qualitit der Netze gibt es zwei Moglichkeiten. Zum einen
kann man das Netz glitten, zum anderen ist eine Verbesserung bei patchweiser Betrachtung

durch Hinzufiigen und Wegnahme von Elementen moglich.

3.2.1 Glattung

Bei der Glattung wird versucht, jeden Knoten in die Mitte seiner Nachbarknoten zu verschieben.
Hierfiir wird jeweils ein gewichteter Mittelwert der Nachbarknoten berechnet. Eine Wichtung
ist notwendig um die Elementgréfle bei der Glattung nicht zu stark zu verdndern. Die ver-
wendete Wichtung ist abhiingig von der Anzahl der benachbarten Knoten des Nachbarknotens
[Schneiders 1996a]:

1
2o n;

Hierbei ist Z die neue Position den Knotens, &; die Position der Nachbarknoten und n; die

Z{L_'Z' STy (3.1)

T =

Anzahl der Nachbarknoten des Nachbarknotens. Das Glitten eines Knotens hat Einfluss auf
die Glattung der umliegenden Knoten. Daher ist der Glattungsalgorithmus mehrfach fiir das
gesamte Netz durchzufithren. Das Gliattungsverfahren konvergiert gut, so dass in den meisten
Fillen nur zwei bis drei Durchldufe fiir das gesamte Netz notwendig sind. Bei der Glattung ist
besonders bei Viereckelementen und bei einzelnen Fixpunkten auf die Geometrie sowie auf die

Grofle der betroffenen Elemente zu achten.
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3.2.2 Patchweises Verbessern
3.2.2.1 Irreguldre Punkte

Unter einem irreguldren Punkt versteht man einen Punkt, der zu einer von der optimalen Anzahl
abweichenden Anzahl von Elementen gehort. Die optimale Anzahl von angrenzenden Elemen-
ten entspricht der von strukturierten Netzen und wird in der Qualitdtsbeschreibung durch das
Topologie-Kriterium (Abschnitt 3.4.1.1) beschrieben. Die optimalen Anzahlen sind der Tabelle
2.1 zu entnehmen. Irregulire Punkte kénnen durch patchweises Verbessern beseitigt oder in

ihrer Anzahl minimiert werden.

3.2.2.2 Patchweises Verbessern von Vierecknetzen

Die patchweise Verbesserung von Vierecknetzen wird von [Kinney 1997] vorgestellt. Zwei relativ
einfach zu verbessernde Elementpatche sind in Abbildung 3.17 dargestellt. Die in der Abbildung
angegebenen Zahlen entsprechen der Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Elemente. Ist
diese Anzahl gréer oder gleich fiinf, ist der Winkel der angrenzenden Elemente kleiner als 90°.

Bei einer Anzahl von drei liegt der innere Winkel der Elemente bei etwa 120°.

a) > 4 b) c)

Abbildung 3.17: Verbesserbare Elementpatche (Zahlen entsprechen der Anzahl der an einen Kno-

ten angrenzenden Elemente)

Der in Abbildung 3.17 a) dargestellte Patch ldsst sich durch Wegnehmen der vier Elemente
verbessern. Die beiden Knoten mit der Anzahl 3 fallen hierbei in den mittleren Knoten. Nach
dem Lo&schen der Elemente haben alle Knoten die Anzahl vier.

Treten in einem Netz Elemente mit der gleichen Anzahl von Nachbarelementen auf, wie in
Abbildung 3.17 b) dargestellt, ist das Netz durch Wegnehmen des betreffenden Elementes zu
verbessern. Nach dem Wegnehmen haben die verbleibenden Knoten vier angrenzende Viereck-
elemente.

Die in Abbildung 3.17 c¢) dargestellte Verbesserungsméglichkeit wurde selbst entwickelt. Hier-
bei werden Knoten mit sechs oder mehr angrenzenden Elementen aufgetrennt und ein neuer

Knoten in der N&he erzeugt. Mit diesem Knoten wird ein neues Elemente erstellt. Der proble-

o7



3 Netzgenerierung

matische Knoten sowie der neu erzeugte Knoten haben nach dem Verbessern jeweils die optimale

Anzahl darauf referenzierender Elemente.

3.2.2.3 Patchweises Verbessern von Dreiecknetzen

Verschiedene Varianten zur patchweisen Verbesserung von Dreiecknetzen sind unter anderem
[Shewchuk 1997] zu entnehmen. In Abbildung 3.18 sind einige leicht zu verbessernde Element-
patche dargestellt. In den Abbildungen 3.18 a) und d) miissen jeweils zwei Dreiecke geloscht
werden. Eine Verbesserung der Qualitit der Elemente des Elementpatches in 3.18 ¢) ist durch
Kippen der Diagonalen zu erreichen. Durch Hinzufiigen sind die Elementpatche in 3.18 b) und

e) zu verbessern.

a) 7 6 b) 5 6
5 5= 6 8 => 6 6
7 6 5 6
o) 5 6
7 7=>6 6
5 6
d) 8 6 e) 5 6
4 4 => 6 10=> 6 6
8 6 5 6

Abbildung 3.18: Verbesserbare Elementpatche (Zahlen entsprechen der Anzahl der an einen Kno-

ten angrenzenden Elemente)

3.2.2.4 Patchweises Verbessern von dreidimensionalen Netzen

Fiir Tetraeder- und Hexaedernetze sind aufgrund der Komplexitéit bisher noch keine Ansétze

fiir die patchweise Verbesserung gefunden worden.
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3.3 Netzverfeinerung

Lokale Netzverfeinerungen sind Regionen, an denen in ein bestehendes Netz feinere bzw. kleinere
Elemente eingefiigt werden. Bei der Verwendung der Finite-Elemente-Methode geben Fehlerin-
dikatoren Auskunft iiber notwendige Verfeinerungen des Netzes (siche [Olden 1998]). Netzver-

feinerungen sind hierbei unter anderem an Stellen mit Singularititen notwendig.

3.3.1 Dreieckelemente

Vorgehensweisen zur Verfeinerung von Dreiecknetzen sind in [Bank und Xu 1996] beschrieben.
Eine Verfeinerung kann durch Aufteilen der Elemente in mehrere Elemente geschehen. Die Auf-
teilung eines Elementes in drei Dreiecke ist in Abbildung 3.19 e) dargestellt. Oft ist eine Unter-
teilung der Seitenmitten zur Verfeinerung notwendig. Die méglichen Fille mit einer, zwei und

drei zu verfeinernden Kanten eines Dreiecks sind in Abbildung 3.19 a) - d) dargestellt.
) c)
d) e)

Abbildung 3.19: Ubergangsnetze zur Verfeinerung von Dreiecknetzen

a) b

3.3.2 Viereckelemente

Die Verfeinerung von Viereckelementen ist wesentlich aufwendiger als die Verfeinerung von Drei-
eckelementen oder Tetraederelementen. Man muss zwei Arten von Verfeinerungen unterscheiden:
die zweier-Verfeinerung und die dreier-Verfeinerung.

Die zweier-Verfeinerung von Viereckelementen beschreibt [Kinney 1997]. Sie bedeutet, dass
die betroffenen Kanten in der zu verfeinernden Region in jeweils zwei Teile geteilt werden. Bei
dieser Art von Verfeinerung ist nur ein Ubergangsnetz moglich. Dieses teilt zwei aneinander
angrenzende Kanten (Abbildung 3.20 b)). Ein komplett verfeinertes Element ist in Abbildung
3.20 a) dargestellt.

Dieses nur eine mogliche Ubergangsnetz bringt starke Einschrinkungen fiir die Verfeinerung
der Netze mit sich. Es ist nicht mdéglich beliebige Verfeinerungen in ein Netz einzubringen, da

immer Paare von zu verfeinernden Kanten entlang der Auenkante der Verfeinerung gefunden
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® Neuer Knoten
O alter Knoten auf Kante, die verfeinert werden muf}

Abbildung 3.20: Ubergangsnetze der zweier- Verfeinerung von Vierecken

werden miissen. In strukturierten Netzen ist dies oft méglich, in unstrukturierten Netzen sind
mogliche Randpolygone mit gerader Anzahl von Polygonkanten nicht immer auffindbar.

Beliebige Verfeinerungen kénnen in unstrukturierte Vierecknetze nur mit Hilfe der dreier-
Verfeinerung eingebracht werden. Bei der dreier-Verfeinerung wird jede Elementkante in jeweils
drei Teilkanten unterteilt [Schneiders 1996b].

a) b)

ARt
i onn

® Neuer Knoten
O alter Knoten auf Kante, die verfeinert werden muf3

c)

Abbildung 3.21: Ubergangsnetze der dreier- Verfeinerung von Vierecken

Zum Einbau beliebiger Verfeinerungen in unstrukturierte Vierecknetze sind die in Abbildung
3.21 b) - e) dargestellten Ubergangsnetze notwendig. Zur Verfeinerung miissen zuerst alle Knoten
der Elemente markiert werden, die komplett (Abbildung 3.21 f)) verfeinert werden sollen. In
einem néchsten Schritt miissen die jeweiligen Verfeinerungsnetze (Abbildung 3.21 b) -e)) in
Abhéngigkeit der Kanten gesucht werden, die am Rand des Verfeinerungsgebietes notwendig
sind.

Ein rekursives Vorgehen, das heifit ein mehrfaches Verfeinern an einer Stelle, ist problemlos
moglich, indem der Verfeinerungsalgorithmus mehrmals hintereinander auf das Netz angewendet
wird. Hierdurch erhilt man je nach Rekursionsanzahl verschieden stark verfeinerte Elemente. Bei
der verwendeten dreier-Verfeinerung wird ein Element durch maximal neun Elemente ersetzt,
nach zwei Rekursionsschritten erhilt man schon 81 und nach drei Schritten sind es schon 729

Elemente. Eine mehrfache Verfeinerung an einer Stelle ist immer mit Bedacht anzuwenden, da
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die Gesamtelementanzahl rapide steigen kann. In Abbildung 3.23 a) ist ein Netz dargestellt, das
an einer Stelle einmal und an einer anderen Stelle zweimal verfeinert wurde. Die Gesamtanzahl

der Elemente dnderte sich durch diese Verfeinerungen von 48 auf 422.

Fir alle Elemente

Markieren der Knoten der zu verfeinernden Kantgn

Fur alle Verfeinerungsschritte

Fur alle Elemente

Feststellen des notwendigen Ubergangsnetze
Einbauen des Ubergangsnetzes
Einfigen der neuen Knoten, eventuell markiergn

U7

Fir alle betroffenen Knoten

Reduktion der Markierung

Abbildung 3.22: Ablauf der lokalen Verfeinerung von Netzen

Zur rekursiven Verfeinerung sind die in Abbildung 3.22 dargestellten Schritte notwendig.
Zuerst werden alle Knoten an den zu verfeinernden Kanten mit der Anzahl der notwendigen
Verfeinerungsschritte markiert (Abbildung 3.24 a). Danach sind folgende Schritte fiir jeden Re-

kursionsschritt der Verfeinerung notwendig:

Schritt 1: Die passenden Verfeinerungsnetze werden entsprechend Abbildung 3.20 gesucht und

eingebaut. Die hierbei entstehenden neuen Knoten werden markiert.

Schritt 2: Bei allen Knoten im Netz wird die Markierung um eins reduziert (Abbildung 3.24 b).

)

Abbildung 3.23: Verfeinerung Viereckelemente, a) Netz, b) Form-Kriterium, c)Topologie-

Kriterium

Im Bereich des Ubergangs von groben zu feineren Elementen ist die Qualitit der Elemente
relativ ungiinstig. Bei einem optimalen Ausgangsnetz, das nur Elemente mit Innenwinkeln von

90° und jeweils gleicher Seitenlinge besitzt, erhilt man Elemente mit Innenwinkeln von 45° und
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Seitenléingen im Verhéltnis 1 : 3. Eine Darstellung der Qualitit mit Hilfe des Form-Kriteriums
(sieche Abschnitt 3.4) ist in Abbildung 3.23 b) zu sehen. Hierbei zeigen dunkel markierte Elemente
eine schlechte Qualitit an. Im dargestellten Beispiel sind diese Elemente nur im Bereich der
Verfeinerung zu finden. Das Topologie-Kriterium (Abbildung 3.23 c), sieche Abschnitt 3.4), zeigt
ebenfalls die Problematik auf. Im Bereich des Ubergangs treten Knoten mit einer Anzahl von
angrenzenden Elementen ungleich der optimalen Anzahl auf. So ist die Anzahl der an einen
Knoten angrenzenden Elemente im Bereich der Verfeinerung von Viereckelementen teilweise

sechs oder sieben, was einem Innenwinkel von 60°bzw. 51,4’ entspricht.

a) b) )

Abbildung 3.24: Rekursive Verfeinerung

3.3.3 Tetraederelemente

&
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Abbildung 3.25: Ubergangsnetze der Verfeinerung von Tetraedern

Tetraederelemente kénnen dhnlich wie Dreieckelemente in mehrere Elemente zerlegt werden.
Es ist moglich, dass auch einzelne Knoten eingefiigt werden. Die Aufteilung eines Tetraeders

bewirkt immer, dass mindestens zwei Flichen aufgeteilt werden, sodass hierdurch jeweils min-
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3.4 Qualitdtsbeschreibung

destens zwei benachbarte Tetraeder ebenfalls verfeinert werden miissen. In der Abbildung 3.25
ist ein Teil der moglichen Verfeinerungen dargestellt. Weitere Verfeinerungen von Tetraedern

ergeben sich aus Kombinationen der dargestellten Verfeinerungen.

3.3.4 Hexaederelemente

Bei Hexaederelementen ist das Verfeinern wesentlich schwieriger als bei allen anderen Elementen.
Eine zweier- Verfeinerung ist wie bei den Viereckelementen nur in strukturierten Netzen sinnvoll.
Aufgrund des nur einen moglichen Ubergangsnetzes (Abbildung 3.26 b)) ist das Finden von
verfeinerbaren Regionen schwierig und nicht immer méglich. Dies schrinkt die Auswahl des zu

verfeinernden Gebietes weiter ein.

a) b)

Abbildung 3.26: Ubergangsnetze der zweier- Verfeinerung von Hezaedern

Eine dreier-Verfeinerung ist bei unstrukturierten Netzen die einzige brauchbare Moglichkeit
zur Adaption. Diese ist allerdings nur fiir konvexe Teilbereiche moglich. Hierfiir sind die in Ab-
bildungen 3.27 a) - e) dargestellten Ubergangsnetze notwendig. Bei nicht vollstéindig konvexen
Teilgebieten braucht man 22 verschiedene Ubergangsnetze [Schneiders u. a. 1996b], die aus sinn-
vollen Kombinationen der Oberflichen (Abbildungen 3.21 b) - f)) gebildet werden. Von diesen 22
notwendigen Ubergangsnetzen lassen sich einige, wie z.B. das in Abbildung 3.27 f) dargestellte,
beweisbar nicht generieren [Mitchell 1996]. Rekursives Anwenden zur mehrfachen Verfeinerung

ist entsprechend der Vorgehensweise fiir Viereckelemente méglich.

3.4 Qualitidtsbeschreibung

An verschiedenen Stellen innerhalb eines Netzgenerators ist die geometrische Bewertung der
Qualitéit einzelner Elemente, einzelner Knoten oder des gesamten Netzes notwendig. Dies ist
unter anderem beim Zusammenfassen von Dreiecken zu Vierecken, bei der Netzverbesserung,
beim Glétten oder bei der Bewertung der gesamten Diskretisierung der Fall.

Die Qualititsbeschreibungen lassen sich in knotenorientierte und elementorientierte Kriterien
unterteilen. Das gesamte Netz kann beurteilt werden, indem man die Summe des jeweiligen

Indikators iiber das gesamte Netz bildet:
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—— zu verfeinernde Kante

) zu verfeinernder Knoten

Abbildung 3.27: Ubergangsnetze der dreier- Verfeinerung von Hezaedern



3.4 Qualitdtsbeschreibung

1
qgesamt = E Z dElement/Knoten (32)

=1

wobei ggesamt die Qualitit des Netzes, n die Element- bzw. Knotenanzahl und qgiement/Kxnoten

die Qualitéit des einzelnen Elementes bzw. Knotens ist.

3.4.1 Knotenorientierte Kriterien
3.4.1.1 Topologie-Kriterium

[Frey und Field 1991] stellen einen relativ einfach in ein Programm einzubauenden Indikator
fiir die Netzqualitit vor, der als Winkelindikator interpretiert werden kann. Definiert ist der

Indikator fiir Dreiecke durch:

€t = |5 - 6| (33)

Eine Anwendung auf Vierecknetze, Tetraeder und Hexaeder ist in der Literatur nicht vorge-

schlagen, aber entsprechend der Tabelle 2.1 herleitbar. Fiir Vierecke:

€ = |0 — 4 (3.4)
Fiir Tetraeder:

€ = |0 — 24] (3.5)
Fiir Hexaeder:

€t = |5 - 8| (36)

Hierbei ist 6 die Anzahl der Elemente an einem Knoten. Ein optimales Netz, d.h. ein Drei-
ecknetz mit jeweils 6 Dreiecken pro Knoten oder ein Vierecknetz mit jeweils 4 Elementen je
Knoten, hat ¢, = 0. Die Qualitéit eines Netzes ist grofler, je kleiner ¢, ist.

Das Topologie-Kriterium ist ein Kriterium zum Auffinden von Knoten mit einer ungiinstigen
Anzahl von darauf referenzierenden Elementen. Diese Knoten sind irreguldre Punkte und lassen
sich durch Topologieverbesserungen entsprechend Abschnitt 3.2.2 verbessern. Eine Verbesserung
ist besonders bei Netzen aus Viereckelementen und Hexaederelementen sinnvoll, da dort jede
Abweichung von der optimalen Anzahl sofort schlechtere Qualitat nach den iibrigen Kriterien
darstellt. Irreguldre Punkte lassen sich in unstrukturierten Netzen nicht vermeiden. Zum einen
sind sie zur Approximation der Geometrie notwendig, zum anderen ist eine lokale Verfeinerung
nur durch irregulire Punkte moglich. Anwendbar ist dieses Kriterium fiir alle Netze mit einer

Elementart unter Beriicksichtigung der Tabelle 2.1.
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Abbildung 3.28: Topologie Kriterium a) Netz (grau = gute Qualitit, schwarz = schlechte Qua-
litat, weify = Randknoten), b) Verteilung

3.4.2 Elementorientierte Kriterien
3.4.2.1 Umkreisradius-Kriterium

Ein Kriterium zum Bewerten der Qualitit der Elemente ist das Umkreisradius-Kriterium
(circumradius-to-shortest-edge ratio), das in [Talmor u. a. 1995] beschrieben wurde. Definiert
wird das Kriterium durch den Quotienten aus dem Umkreisradius und der kiirzesten Kan-

tenlinge eines Dreiecks (siehe Abbildung 3.29):

r
B = p (3.7)

Dieses Kriterium léisst sich problemlos auch auf Tetraedernetze anwenden. Hierbei ist dann der
Umkreisradius durch den Radius der umschlielenden Kugel zu ersetzen. Der Qualitdtsparameter
B fiir ein Finite-Elemente-Netz ist eine obere Grenze fiir alle Dreieckelemente eines Netzes.
In [Chew 1989] wird als obere Grenze fiir Dreiecknetze B < 1 vorgeschlagen. Fiir gleichseitige
Dreiecke ergibt das Umkreisradius-Kriterium den Wert 0, fiir ungiinstige Dreiecke einen kleineren
Wert, der als untere Schranke 1 hat.

\
d
Abbildung 3.29: Umkreisradius-Kriterium
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3.4 Qualitdtsbeschreibung

Der Qualitdtsparameter B = 7 ldsst sich in ein Winkelkriterium {iberfiihren. Abbildung 3.29
ist zu entnehmen, dass d = 2r sin « ist. Umgeformt wiirde dies fiir den kleinsten Innenwinkel im

Netzwerk bedeuten:

1
a = arcsin — (3.8)

2B

b)

50
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Abbildung 3.30: Umkreisradius-Kriterium a) Netz (weiff = gute Qualitit, schwarz = schlechte
Qualitdt), b) Verteilung

Bei einer Vorgabe von B < 1 ergibt sich daraus fiir den kleinsten Innenwinkel, dass er grofier
als 30”sein muss . Dieses Kriterium ist vorteilhaft bei der Delaunay-Triangulierung zur Identi-
fikation von ungiinstigen Dreiecken anzuwenden, da bei der Delaunay-Triangulierung der Um-
kreisradius normalerweise bekannt ist. Die Verteilung der Qualitit der Elemente ist entsprechend
Abbildung 3.30 b) meist linear bis quadratisch, wodurch auch relativ schlechte Elemente noch
gut aufgefunden werden konnen.

Das Umkreis-Kriterium sucht entsprechend der Gleichung 3.8 nach den Elementen, die den
kleinsten Innenwinkel haben. Elemente mit zwei kleinen Innenwinkeln werden als schlecht iden-
tifiziert.

Der Wertebereich von B liegt zwischen 0 und 1, wobei 0 fiir Elemente mit dem kleinsten
Innenwinkel von 60°und 1 fiir Elemente mit dem kleinsten Innenwinkel von 30°steht. Eine An-
wendung des Kriteriums ist nur bei Dreieck- und Tetraederelementen moglich. Fiir andere Ele-
mentarten wie Vierecke oder Hexaeder ist der kleinste Innenwinkel ein ungiinstiger Indikator fiir

die Qualitét.

3.4.2.2 Form-Kriterium

Das Form-Kriterium « fiir Dreiecke wurde von [Cavendish 1974] vorgeschlagen. Definiert ist
es als Quotient aus der Dreieckfliche und den Summen der Quadrate der Kantenlingen sowie

einem Normierungsfaktor:
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3 Netzgenerierung

Abbildung 3.31: Form-Kriterium

Hierbei ist A die Fliche des Dreiecks und /; sind die Lingen der Kanten. Die Qualitéit eines
Dreiecks ist um so besser, je grofler der Wert « ist. Die Obergrenze ist a = %g = 1.0 fiir ein
gleichseitiges Dreieck.

Einige Algorithmen zur Generierung von Finite-Elemente-Netzen benttigen zum Erreichen
des Delaunay-Kreiskriteriums ein Wechseln der Diagonale zwischen zwei benachbarten Dreiecken
(siehe Abbildung 3.31). Zum Aufzeigen eines notwendigen Wechsels ist das Form-Kriterium ein
brauchbares Maf.

Das Form-Kriterium wird im Rahmen dieser Arbeit auf Vierecke, Tetraeder und Hexaeder

iibertragen. Fiir Vierecke ergibt sich:
4-A

Im Dreidimensionalen zieht man fiir den Vergleich den Quotienten des Volumens zu der

a (3.10)

Summe der Volumen der Wiirfel iiber den Kantenléngen heran. Fiir Tetraeder ergibt sich:

12-V2-V
= —3 3.11
TEE 40
Fiir Hexaeder ergibt sich:
12V

Fiir optimale Elemente ergibt das Form-Kriterium den Wert 1, fiir ungiinstige Elemente einen
kleineren Wert, der als untere Schranke 0 hat.

Das Form-Kriterium sucht nach Gleichung 3.9 nach den Elementen, bei denen eine Kante
eine deutlich andere Lénge als die anderen Kanten hat. Hierdurch werden unter anderem gute
Elemente mit einem oder zwei spitzen bzw. einem stumpfen Innenwinkel gefunden. Das Kriteri-
um liefert Werte im Bereich von 0 und 1, wobei 1 fiir Elemente mit gleich langen Kanten und 0

fiir Elemente mit stark unterschiedlich langen Kanten steht.
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Anteil [%]
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Abbildung 3.32: Form-Kriterium a) Netz (weifs = gute Qualitit, schwarz = schlechte Qualitdt),
b) Verteilung

Die Verteilung der Qualitéit der Elemente ist entsprechend Abbildung 3.32 b) meist linear bis
quadratisch, wodurch auch relativ schlechte Elemente noch gut gefunden werden kénnen. Eine

Anwendung des Form-Kriteriums ist fiir beliebige Elemente moglich und sinnvoll.

3.4.2.3 Geometrie-Kriterium

[Shimada u. a. 1997] schlagen zum Bewerten von Netzen ein Geometrie-Kriterium vor. Dieses
ist definiert durch:
1 — T;
= — 0.5 - — 3.13
€= Z( Ri) (3.13)

i=1
Das Geometrie-Kriterium teilt den Innenkreisradius durch den Umkreisradius. Die Erweite-
rung des Kriteriums ist problemlos fiir Tetraeder moglich. Hierbei miissen die Radien der Kreise

nur durch die Radien der Kugeln ersetzt werden.

b)

Anteil [%]

" 1ln .

0 0.25 0.5

Geometrie-Kriterium

Abbildung 3.33: Geometrie-Kriterium a) Netz (weify = gute Qualitit, schwarz = schlechte Qua-
litat), b) Verteilung
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Dieses Verhiltnis des Innenkreises zum Umkreis ist fiir gleichseitige Dreiecke 0.5 und fiir
stumpfwinklige Dreiecke strebt es gegen 0. Je kleiner der Indikator €, ist, desto regulérer ist
das jeweilige Element. Als obere Grenze kann der Indikator den Wert 1 annehmen. Dreiecke mit
einem spitzen Innenwinkel werden schlecht erkannt.

Die Verteilung der Qualitit der Elemente ist entsprechend Abbildung 3.33 b) meist qua-
dratisch bis logarithmisch, wodurch auch relativ schlechte Elemente kaum aufgespiirt werden
konnen. Der Wertebereich ist normiert. Eine Anwendung des Indikators ist nur fiir Dreiecke und

Tetraeder moglich.

3.4.2.4 Gemischter Indikator

Ein gemischter Indikator wird von [Schéberl 1997] vorgestellt. Dieser Indikator kann zum einen
ungiinstige Elemente aufspiiren, aber auch die Qualitit eines gesamten Netzwerkes beurteilen.

Die Qualitit eines Dreiecks wird mit:

B(T) = 3¢ ' T+ Z:(h_ + i;— —2) (3.14)

und die Qualitit eines Tetraeder mit:

1 (i L) s b
E(T) = e = +Zj(h—’i + l—: —2) (3.15)

berechnet. Hierbei sind /; die Kantenlingen und h; die zugehorigen Hohen, A die Dreieck-
fliche und V das Volumen. Der Optimalwert von E(T) ist 1, ungiinstige Triangulierungen bzw.

Elemente haben groflere Werte. Eine obere Schranke kann nicht angegeben werden.

b)
50
40
%30—
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<
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0 HHHHHH oln.n o
1 2 3

Gemischter Indikator

Abbildung 3.34: Gemischter Indikator a) Netz (weifi = gute Qualitit, schwarz = schlechte Qua-
litat), b) Verteilung
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3
(2 1)°
Der in Gleichung 3.14 dargestellte Indikator besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil %%

sucht nach stumpfwinkligen Elementen, der zweite Teil i (,ll—’l + % — 2) nach Elementen mit
kleinem Innenwinkel. i

Die Verteilung der Qualitéit der Elemente ist entsprechend Abbildung 3.34 b) meist linear bis
quadratisch. Eine Normierung des Wertebereichs ist nicht vorhanden, wodurch das Aufspiiren
relativ schlechter Elemente erschwert wird. Das gleichzeitige Bewerten nach zwei Kriterien hat
Vor- und Nachteile. Eine Optimierung nach mehreren Kriterien ist allgemein immer sinnvoll.
Durch die Mischung ist nicht festzustellen welches Teilkriterium verletzt wird. Eine Teilung des

Kriteriums in zwei Teilkriterien, fiir die jeweils die Qualitit bestimmt wird, erscheint sinnvoll.

Eine Anwendung des Indikators ist nur fiir Dreiecke und Tetraeder moglich.

3.4.3 Bewertung der Kriterien

Bei der Bewertung der Kriterien ist auf verschiedene Bedingungen zu achten. Zum einen sollte
ein Indikator fiir beliebige Elemente anwendbar sein und zum anderen sollte der Indikator nicht
nur das schlechteste Element, sondern auch Elemente mit relativ schlechter Qualitit aufzeigen.
Eine Normierung des Wertebereichs ist fiir eine Implementierung in Programmen vorteilhaft.

Das Umkreisradius-Kriterium, das Form-Kriterium und der gemischte Indikator zeigen gut
ungiinstige, zu verbessernde Elemente auf und sind daher fiir Dreieckelemente gleichwertig. We-
gen der oben beschriebenen Nachteile ist das Geometrie-Kriterium fiir Dreiecknetze nicht zu
empfehlen. Das Form-Kriterium wurde im Rahmen dieser Arbeit den anderen Kriterien zur
Bewertung der Qualitit von Elementen und Elementnetzen vorgezogen, da es auf beliebige Ele-
mentarten anwendbar ist.

Ein Vergleich des Topologie-Kriteriums mit den anderen Kriterien ist schlecht méglich und
nicht sinnvoll, da dieses knoten- und nicht elementorientiert ist. Aufgrund seiner einfachen An-

wendbarkeit auf beliebige Elementnetze erscheint es als guter Indikator fiir Netze.

71



3 Netzgenerierung

72



4 Parallele Netzgenerierung

Bei der Berechnung grofier mechanischer Systeme mit Hilfe der Methode der Finiten-Elemente
hat sich die Verwendung von Parallelrechnern als vorteilhaft erwiesen. Fiir eine Berechnung ana-
log der in Abschnitt 2.3 beschriebenen Substrukturtechnik ist eine nicht iiberlappende Gebiets-
aufteilung notwendig. Bei sehr grofien Systemen kann es vorkommen, dass das Finite-Elemente-
Netz nicht in den Hauptspeicher eines Rechners geladen werden kann. Hier bietet sich die paral-
lele Netzgenerierung an, da diese jeweils nur Teilnetze auf jedem einzelnen Prozessor speichert.
Ein angenehmer Nebeneffekt der parallelen Netzgenerierung ist, dass eine zeitaufwendige Parti-
tionierung des Elementnetzes entfillt.

Die hier verwendete Vorgehensweise zur parallelen Netzgenerierung eignet sich sowohl fiir
zweidimensionale als auch fiir dreidimensionale Netze, wobei die in Abschnitt 3 beschriebenen
Probleme der Hexaedervernetzung in diesem Bereich Einschrinkungen machen. Die Form der
umschliefenden Geometrie kann beliebig sein, sie kann sogar aus mehreren Teilen bestehen.

Lokale Verfeinerungen des Netzes sind moglich.

4.1 Vorgehensweise

Der im Rahmen dieser Arbeit verwendete Ansatz zur Parallelisierung eines Netzgenerators ar-

beitet wie folgt:

Teilen der Geometrie: Die Geometrie wird, wie in Abbildung 4.1 dargestellt, rekursiv mit der
Schwerachsenmethode [Farhat und Lesoinne 1993] in n Schritten in 2" Teilgebiete geteilt.
Eine Teilung in zwei etwa gleich grofle Teilgebiete wird in jedem Rekursionsschritt erreicht.
Die Qualitdt der Teilung ist problemabhéingig und wird durch die Dichtefunktion, die die
Elementgroflen beschreibt, gesteuert. Die Teilung lduft wihrend des Programmablaufes
parallel fiir alle Prozessoren ab, wobei jeder Prozessor sein eigenes Teilgebiet berechnet. Fiir

die Gebietszerlegung ist daher keine Kommunikation zwischen den Prozessoren notwendig.

Die Diskretisierung des Randes wird entsprechend der Verteilungsfunktion durchgefiihrt.
Danach wird der Schwerpunkt der Geometrie mit den Koordinaten zg, ys und im drei-
dimensionalen Fall zusétzlich mit z; bestimmt und eine Koordinatentransformation des
Ursprungs in den Schwerpunkt vorgenommen. Die Eigenvektoren der Flachentrigheits-
momente I, I, und I, sowie der Deviationsmomente I,, I,, und I, ergeben die
Schnittachsen- bzw. Schnittebenenrichtung. Die Geometrie wird nun entlang der Schnit-
tachse geteilt, wobei der Rand nur an vorher vorhandenen Knoten geschnitten werden

darf. Hierdurch kann es zu Knicken in der Schnittlinien kommen.
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a) b) c) d)
a
y L
X

Abbildung 4.1: Rekursives Teilen mit der Schwerachsenmethode

Festlegung der Koppelknoten: Nach jeder Teilung der Geometrie wird die Diskretisierung
auf den Koppelrandern festgelegt, sodass wihrend der Netzgenerierung keine Kommunika-
tion notwendig ist. Das ist auch der Grund, warum eine Anwendung der Methode bei der
Erzeugung von dreidimensionalen Hexaedernetzen nicht moglich ist. Hexaedernetze lassen

sich nicht mit einer vorgegebenen Randdiskretisierung erstellen.

Generierung der Teilnetze: In einem letzten Schritt wird nun parallel auf allen Prozessoren
ein Netz fiir das Teilgebiet mit einem sequentiellen Netzgenerator erzeugt. Durch die vor-

gegebene Randdiskretisierung ist eine Kompatibilitdt der Elemente automatisch gegeben.

4.2 Beschreibung der Geometrie

Im Rahmen der Arbeit wird die Parallelisierung fiir zweidimensionale und zweieinhalbdimensio-
nale Netze realisiert. Fiir die Netzgenerierung ist eine eindeutige Beschreibung der zu vernet-

zenden Geometrie notwendig.

Geometrie: EKine fiir zweidimensionale Probleme iibliche Beschreibung wird verwendet, die
aus berandenden Polygonziigen, Lochern, inneren Linien und Fixpunkten bestehen kann. Je-
dem Punkt kénnen Hoéheninformationen zugeordnet werden. Die Notwendigkeit mehrerer be-
randender Polygonziige ergibt sich aus dem Ansatz der Parallelisierung, der auf der Teilung der
Geometrie basiert und unter Umsténden einen Polygonzug in mehrere Teilpolygonziige zerteilt
(Abbildung 4.2).

Punkt: Ein Punkt ist ein geometrischer Ort, der durch seine dreidimensionalen Koordinaten
beschrieben wird. Jeder Punkt kann einen Wert fiir die angestrebte Kantenléinge der Element-

kanten in der Nahe des Punktes sowie weitere z-Koordinaten aufweisen.
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a) b)

Abbildung 4.2: a) Ausgangspolygon, b) mehrere Polygonziige im weiflen Teilgebiet auf einem

Prozessor nach Teilung fiir vier Prozessoren

Polygonzug: Die berandenden Polygonziige sind geschlossene Polygone, die jeweils aus meh-
reren Kanten bestehen, die auf jeweils zwei Punkte zeigen. Durch die Richtung der Polygonziigen
kann man einfach festlegen, ob ein Punkt aulerhalb oder innerhalb eines Polygonzuges liegt. Da-
her wird definiert, dass die Gebietsberandung im mathematisch negativen Drehsinn angegeben

werden muss.

Linie: Eine Linie ist die direkte Verbindung zwischen zwei Punkten. Wihrend der Netzgene-
rierung muss darauf geachtet werden, dass kein Element eine Linie iiberdeckt. Linien werden

vor allem zum Einbau der Randbedingungen in das Finite-Elemente-Netz benotigt.

Fixpunkt: Fixpunkte sind Punkte innerhalb einer Geometrie, die der Nutzer aus verschiede-
nen Griinden bendtigt. So kann es z.B. notwendig sein, an einem Punkt ein Ergebnis zu erhalten

oder eine Randbedingung an eine bestimmte geometrische Stelle zu legen.

Loch: Ein Loch wird durch ein geschlossenes Polygon beschrieben, wobei hier der Umfah-
rungssinn entgegengesetzt der der Randpolygone ist. Durch Teilungen der Geometrie kann es

vorkommen, dass aus dem Polygonzug eines Loches ein Randpolygon wird.

4.3 Teilung der Geometrie

Beim Teilen der Geometrie sind einige Besonderheiten zu beachten. In Abbildung 4.3 a) ist
eine Geometrie dargestellt, die aus einem Polygonzug, einem Loch, einer Linie und einem Punkt
besteht. Die Berandung besteht aus einem Polygonzug, dessen Umlaufsinn mathematisch negativ
ist. Das Loch ist ein Polygonzug in mathematisch positiver Richtung.

In Abbildung 4.3 b) ist die Diskretisierung der Polygonziige und Linien sowie die erste Schnitt-

linie dargestellt. Die Schnittlinie schneidet die Polygonziige immer an Knoten.
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a)
O S
A
-0
52
($] o—>
\
O-= O
c) d)

O Knoten auf Rand © Knoten auf Linie @ Zwischenknoten
® Knoten auf Loch & Fixpunkt - - - - Schnittlinie

Abbildung 4.3: Teilung einer Geometrie

Beim Teilen der Geometrie wird der Randpolygonzug geteilt (Abbildung 4.3 c)). Falls Locher
geteilt werden miissen, werden diese in das Randpolygon integriert. Unter Umstédnden kann es
bei der Teilung vorkommen, dass die Richtung von Teilen der Polygonziigen umgedreht werden
muss.

Linien diirfen nur an Knoten geschnitten werden. Schneidet eine Schnittlinie eine Linien, ist
die Schnittlinie durch einen Knoten der Linie zu legen. Die Schnittlinie kann danach einen Knick
aufweisen (Abbildung 4.3 d), links). Liegt ein Fixpunkt niher als eine Elementkantenlinge ent-
fernt von einer Schnittlinie, ist die Schnittlinie ebenfalls durch den Fixpunkt zu legen (Abbildung
4.3 d), rechts).

4.4 Geometrieverarbeitung

Beim Teilen der Geometrie ist es notwendig festzustellen, welche Teile der Originalgeometrie wei-
ter verwendet werden. Hierfiir muss iiberpriift werden, auf welcher Seite des Teilungspolygons ein
Punkt, eine Kante oder ein Loch liegen. Die hierfiir notwendigen geometrischen Uberpriifungen

werden im Folgenden dargestellt:
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Punkt auf Punkt: Zur Uberpriifung, ob zwei Punkte an der selben Stelle liegen, ist es not-
wendig dem zu iiberpriifenden Punkt P eine e-Umgebung zuzuweisen, innerhalb derer
alle weiteren Punkte als geometrisch gleich angesehen werden. In Abbildung 4.4 ist die
e-Umgebung des Punktes P dargestellt. Punkt A wird als geometrisch gleich angesehen,
da er in der e-Umgebung liegt, der Punkt B nicht. Bei der Uberpriifung wird das Quadrat
des Abstands der Punkte mit Hilfe des Satzes von Pythagoras bestimmt und mit dem
Quadrat von e verglichen. Die Ermittlung eines Wertes fiir ¢ muss in Abhéngigkeit der

Abmessungen der Geometrie geschehen.

OB

Abbildung 4.4: e-Umgebung eines Punktes P

Punkt auf Linien: Die Uberpriifung, ob ein Punkt auf einer Linie liegt, kann nur unter Zuhil-
fenahme einer e-Umgebung der Linie erfolgen. Diese Umgebung muss, wie in Abbildung 4.5
dargestellt, aus einer e-Umgebung der Kante sowie den beiden e-Umgebungen der Punkte
bestehen. Die Uberpriifung ist daher zweigeteilt. Zum einen wird der Punkt-auf-Punkt
Test fiir beide Endpunkte durchgefiithrt (Punkt D). Zum anderen wird der LotfuBBpunkt
des zu untersuchenden Punktes auf der Linie bestimmt (Punkt C). Falls dieser zwischen
den Endpunkten liegt, wird das Quadrat des Abstands des Punktes und des Lotfufpunktes
mit dem Quadrat von e verglichen. Die Festlegung eines Wertes von € kann entweder in

Abhingigkeit der Gesamtgeometrie oder in Abhéingigkeit der Linge der Kante geschehen.

o o

Abbildung 4.5: e-Umgebung einer Linie

Punkt in Polygon: Ob ein Punkt innerhalb eines Polygonzuges liegt, ist wesentlich aufwen-
diger festzustellen als die Durchfithrung der beiden oben dargestellten Tests. Zur Uber-
priffung wird ein Punkt P im Unendlichen erzeugt (siehe Abbildung 4.6). Von dem zu
iiberpriifenden Punkt wird ein Strahl zum Punkt P gezogen und die Anzahl der geschnit-

tenen Kanten ermittelt. Ist die Anzahl wie bei Punkt A ungerade, liegt der Punkt innerhalb
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des Polygons. Ist die Anzahl gerade wie bei Punkt B, liegt der Punkt auflerhalb des Po-
lygons. Der Strahl von Punkt C zum Punkt P geht durch einen Eckpunkt des Polygons.
Hier ist eine Sonderbehandlung notwendig, da festgestellt werden muss, ob der Strahl den

Polygonzug nur beriihrt oder ihn an dem Eckpunkt schneidet.

Abbildung 4.6: Uberpriifung Punkt in Polygon

4.5 Lastverteilungsfunktion

Um auf allen Prozessoren eine gleich groie Rechenlast zu erreichen, wird eine Lastverteilungs-
funktion fiir die Geometrie eingefiihrt. An Stellen, an denen kleinere Element entstehen sollen,
hat diese Funktion groflere Werte, an Stellen, an denen griéflere Elemente angestrebt werden,
kleinere Werte. Diese Lastverteilungsfunktion wird bei der Berechnung des Schwerpunktes bzw.
der Triagheitsmomente beriicksichtigt und bewirkt eine Verschiebung des Schwerpunktes des
Gebietes in Richtung der kleineren Elemente. Zur Berechnung des Schwerpunktes ergeben sich

folgende Gleichungen:

_ Sz f(z,y)dA
O T @ ydA b

y _ ez v ‘¥l
T [ f(zy)dA
Die Trigheitsmomente bzw. Schwerachsen berechnen sich nach der Koordinatentransformation

dann wie folgt:

L= [ 7 154 (4.3)
I, = / 2. f(z,5)dA (4.4)
Iy = —/z G- f(Z,7)dA (4.5)



4.5 Lastverteilungsfunktion

Die Lastverteilungsfunktion ist abhiingig von der anzustrebenden Kantenlinge der Elemente

und wird fiir zweidimensionale Netze folgendermafien berechnet:

wobei w die angestrebte Kantenlinge an der Stelle z, y ist. Fiir dreidimensionale Netze ergibt

sich:

f(@,y) = — (4.7)

Abbildung 4.7: Lastverteilungsfunktion von Verfeinerungen

In Abbildung 4.7 a) ist die Lastverteilungsfunktion fiir ein Viereck mit feineren Elementen in
einer Ecke dargestellt. Das resultierende FE-Netz mit Viereckelementen ist in Abbildung 4.8 a)
dargestellt.

b)

Abbildung 4.8: FE-Netz mit Verfeinerungen

Verfeinerungen, die mit der dreier-Verfeinerung nach Abschnitt 3.3.2 und 3.3.4 in ein Netz ein-
gebaut werden sollen, benotigen eine spezielle Lastverteilungsfunktion. In 4.7 b) ist die Funktion
zur Verfeinerung einer Ecke dargestellt. In der Ecke mit der Verfeinerung ist die Elementkan-
tenldnge % so lang wie im Rest des Netzes. Daher muss der Wert der Lastverteilungsfunktion hier
9 bzw. 27 mal so grof} sein. Das resultierende FE-Netz mit Viereckelementen ist in Abbildung
4.8 b) dargestellt.
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4 Parallele Netzgenerierung

Die Losung der Integrale wird mit Hilfe der Gauflintegration durchgefiihrt. Hierfiir ist eine

Zerlegung der gesamten Geometrie in grobe Dreiecke notwendig. Diese Triangulierung verwendet
An einem Beispiel soll nun der Parallelisierungsansatz demonstriert werden. Eine Darstellung der

nur die vorher schon vorhandenen Knoten und erzeugt keine neuen.

4.6 Beispiel

Geometrie des Problems ist in Abbildung 4.1 und 4.2 zu sehen.

Diskretisierungen der Geometrie sollen Grenzen des Ansatzes geze

Abbildung 4.9: Netz mit Diskretisierung 1 und Diskretisierung 2

Die sequentiell erzeugten Diskretisierungen mit Dreieckelementen sind in Abbildung 4.9 dar-

gestellt. Diskretisierung 1 hat ca. 1900 Elemente, Diskretisierung 2 ca. 12500 Elemente.

Abbildung 4.10: Partitionierung mit vier und acht Prozessoren



4.6 Beispiel

Die Partitionierung der Diskretisierung 1 in vier Teilgebiete ist in Abbildung 4.10 a) dar-
gestellt. In Abbildung 4.10 b) ist die in acht Teilgebiete aufgeteilte Diskretisierung 2 zu sehen.
Unterschiede in der Teilung sind unter anderem an der einspringenden Ecke zu erkennen. Bei der
Diskretisierung 1 mit der geringeren Anzahl der Elemente wird die Ecke genau getroffen, wihrend
bei der Diskretisierung 2 die Schnittlinie rechts von der Ecke verlduft. Dieser Unterschied liegt
an der feineren Auflésung des Randes bei der Diskretisierung 2, wodurch die Schnittlinien ndher

an den Schwerachsen liegen kénnen.
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L Diskretisierung 2, Maximum - S |
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Anzahl der Prozessoren

Abbildung 4.11: Partitionierung

Die durchschnittlichen, minimalen und maximalen Elementanzahlen der Partitionen der bei-
den Diskretisierungen sind in Tabelle 4.1 und 4.2 zu sehen. In Abbildung 4.11 sind fiir beide
Diskretisierungen der Quotient aus Minimum bzw. Maximum der Elementanzahl und der durch-
schnittlichen Elementanzahl dargestellt. Zu erkennen ist, dass die Diskretisierung mit der héhe-
ren Elementanzahl und damit den feineren Elementen geringere Abweichungen der Minima und
Maxima in den Elementanzahlen gegeniiber dem Durchschnitt hat. Dies liegt an der feineren

Diskretisierung des Randes, wodurch die Schnittlinie niher an der Schwerachse liegen kann.

4.6.1 Laufzeitverhalten

Die Gesamtlaufzeit der parallelen Berechnung setzt sich aus mehreren Teilen zusammen. Ein
Teil ist die Netzgenerierung, ein anderer Teil die Geometrieaufteilung. Der restliche Teil setzt
sich unter anderem aus dem Einlesen der Daten, Bestimmen der Netzqualitit und Ausgeben
der Ergebnisdaten zusammen. In Abbildung 4.12 sind die Zeiten fiir beide Diskretisierungen fiir
jeweils 2 und 32 Prozessoren dargestellt. Das sequentiell ablaufende Teilen der Geometrie dauert
bei einer gréfleren Anzahl von Elementen absolut gesehen linger. Da die Gesamtzeit bei einer

hoheren Prozessorenanzahl geringer ist, wirkt sich dieser Anteil relativ gesehen noch stéirker aus.
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4 Parallele Netzgenerierung

Anzahl der || Elementanzahl | Elementanzahl | Elementanzahl
Prozessoren || Durchschnitt Minimum Maximum
1 1924 1924 1924
2 960 916 1004
4 474 446 506
8 228 205 257
16 117 102 135
32 60 49 73

Tabelle 4.1: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 1

Anzahl der || Elementanzahl | Elementanzahl | Elementanzahl
Prozessoren || Durchschnitt Minimum Maximum
1 12716 12716 12716
2 6370 6115 6525
4 3150 2992 3339
8 1606 1498 1766
16 788 709 898
32 409 343 474

Tabelle 4.2: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 2

Zeit in %

Diskretisierung 1
Anzahl der Proz.2

100
501
[] Rest
0 I ||
1 2 2
32 2 32
Abbildung 4.12: Zeiten
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4.6 Beispiel

Die zu vernetzende Fliche ist bei hoheren Elementanzahlen kleiner. Hierdurch verringert sich
die Zeit fiir das parallel ablaufende Vernetzen bei groferer Prozessorenanzahl.

Die dargestellten Zeitmessungen wurden auf einem Linux-Cluster mit Pentium-IT 350 MHz
Prozessoren mit jeweils 128 MB Speicher und einem 100 MBit Switch Netzwerk durchgefiihrt.

Fiir Diskretisierung 1 betrigt der Zeitanteil fiir das Teilen der Geometrie 1.89 % bei zwei
Prozessoren und 19.19 % bei 32 Prozessoren. Das parallel ablaufende Vernetzen braucht 75.8 %
bzw. 67.6 % der Laufzeit. Hierdurch éandert sich das Verhiltnis ,,Netz generieren“ zu ,, Geometrie
teilen* von 1 : 40.1 auf 1 : 3.5. Fiir die Diskretisierung 2 betrigt der Anteil fiir das Teilen 1.45 %
sowie 6.92 % der Zeit und der Anteil fiir das Netzgenerieren 81.0 % bzw. 72.2 %. Das Verhiltnis

Netzgenerieren zu Geometrieteilen ist daher 1 : 55.8 sowie 1 : 10.4.

32
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Netz 1 - T B
& 8 NCtZZ """" O )
5 P
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8
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1 ‘ | | |
1 2 4 8 16 32
Anzahl der Prozessoren
Abbildung 4.13: Speed-up
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1 2 4 8 16 32

Anzahl der Prozessoren
Abbildung 4.14: Effizienz
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In der Effizienz (Abbildung 4.14) und im Speed-up (Abbildung 4.13) schlagen sich diese
Verhéltnisse nieder. Die Effizienz der Diskretisierung liegt bei zwei Prozessoren bei 96.2 % und
bei 32 Prozessoren bei 85.6 %. Bei der Diskretisierung 1 sieht man, dass eine parallele Berechnung
des Netzes mit mehr als vier Prozessoren ungiinstig ist. Bei mehr als vier Prozessoren fillt
die Kurve der Effizienz stark ab, da hier der sequentielle Anteil durch Teilen bzw. Einlesen
und Rausschreiben einen zu grofien Anteil an der Gesamtzeit beansprucht. Die Effizienz bei 32

Prozessoren liegt daher bei 35.2 %, was einer Leistung von nur 11.2 Prozessoren entspricht.

4.6.2 Netzqualitit

In Abbildung 4.16 ist die Verteilung des Form-Kriteriums fiir die Diskretisierung 1 fiir eine Par-
tition und fiir 32 Partitionen dargestellt. Zu erkennen ist, dass der im Verhiltnis deutlich gréfiere
Anteil von Elementen am Rand keinen wesentlichen Einfluss auf die Qualitit der Elemente hat.
Das Form-Kriterium fiir die einzelnen Elemente ist in Abbildung 4.15 abgebildet. Entlang der
Teilungskanten befinden sich Elemente mit besserer Qualitit, im Inneren des Gebietes befinden
sich die Elemente mit schlechterer Qualitidt (Abbildung 4.16).

a) b)
50 50
40 t 40 |
X X
£ 30 £ 30 r
2 20t 2 20+
< <
10 ¢ 10 ¢
0 : : : 0 : : :
0.5 08 09 1 05 06 07 08 09
Formkriterium Formkriterium

Abbildung 4.16: Form-Kriterium (weifs = gute Qualitit, schwarz = schlechte Qualitit) a) eine

Partition b) acht Partitionen
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Abbildung 4.15: Form-Kriterium a) eine

Partition b) 32 Partitionen
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5 Netzgenerierung geotechnischer

Systeme

5.1 Motivation

Zur Simulation der Vorginge in einer Baugrund-Tragwerk-Struktur hat sich die Methode der
Finiten-Elemente als geeignet herausgestellt. Mit ihr ist es moglich, sowohl das komplexe Mate-
rialverhalten des Feststoffes abzubilden als auch die zeitabhéingigen Setzungs- und Flievorginge
zu simulieren. Die Beschreibung des Verhaltens des Bodens kann unter Verwendung der ,, Theorie
der Porésen Medien“ die Interaktion der drei Phasen des Bodens, des Korngeriists, des Fluids
und des Gases, unter Verwendung der ,Mischungstheorie“ und des ,Konzept der Volumenan-
teile“ geschehen [Hartmann und Meifiner 1987] [Ehlers 1998]. Die Simulation der zeitabhingi-
gen Vorginge der rdumlichen Baugrund-Tragwerk-Struktur ist auf Grund der Komplexitit und
der ProblemgroBe fiir praxisrelevante Problemstellungen auf einem seriellen Rechner nicht mehr
sinnvoll durchfithrbar. Eine parallel ablaufende Finite-Elemente-Simulation ermoglicht die Hand-
habung gréfierer Systeme.

Baugrund-Tragwerk-Strukturen lassen sich unter Beriicksichtigung des komplexen geotechni-
schen Systems sowie der zugehdrigen Lasten und Randbedingungen aufgrund ihrer Komplexitét
nur schwer manuell diskretisieren. Eine Automatisierung der Vernetzung ist hier daher eben-
so wie eine Partitionierung der resultierenden Diskretisierung erforderlich. Im Rahmen dieser
Arbeit wird daher untersucht, wie man durch eine parallele Netzgenerierung ein automatisch

partitioniertes Finite-Elemente-Netz einer Baugrundstruktur erhilt.

5.2 Projektionstechnik

Zur Finite-Elemente-Simulation der Baugrund-Tragwerk-Struktur wird unter anderem das Pro-
gramm FEAP [Taylor 1998] mit der in [Ehlers 1998] beschriebenen Implementierung der Mehr-
phasentheorie verwendet. Aufgrund der numerischen Vorziige werden hier Hexaederelemente
den Tetraederelemeten vorgezogen. Wie schon in Abschnitt 3.1.6 beschrieben, existieren zur
Zeit noch keine allgemeingiiltigen Algorithmen zur Erzeugung von Hexaedernetzen. Das Er-
zeugen der Baugrunddiskretisierung wird daher mit der Projektionstechnik durchgefiihrt. Die
Projektionstechnik ist eine Vorgehensweise zur Erzeugung von Prisma-Netzen, die auf einer

2%D—Darstellung der Geometrie basiert und aus den folgenden Schritten besteht:

Schritt 1: Alle geometrischen Gegebenheiten des CAD-Modells (Abbildung 5.1 a)), wie z.B.

die geotechnischen Konstruktionselemente, die Gebietsberandung, die Bohrprofile sowie
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5 Netzgenerierung geotechnischer Systeme

die Fixpunkte werden auf eine Ebene in Form von Linien, Polygonziigen und einzelnen
Punkten projiziert. Fiir eine Platte mit vier Pfihlen ist die Projektion in Abbildung 5.1
b) dargestellt.

a) b)

Abbildung 5.1: Projektionstechnik a) CAD-Modell, b) Linien

Schritt 2: Auf Basis der Linien, Polygonziige und Punkte wird ein Dreiecknetz erstellt (Ab-
bildung 5.2 a)). Die hierfiir verwendeten Netzgeneratoren sind in [Olden 1998] bzw. in
[Shewchuk 1997] beschrieben. Aus diesem Netz wird unter Verwendung der in Abschnitt
3.1.5 beschriebenen Algorithmen ein Netz aus Viereckelementen erzeugt (Abbildung 5.2

b)).
a) b)

ERfESaas

_} 1]

Abbildung 5.2: Projektionstechnik a) Dreieckelementnetz b) Viereckelementnetz

Schritt 3: Die Viereckelemente werden in die Tiefe projiziert, wodurch man Hexaederelemente
erhélt. Hierfiir muss zuerst die notwendige Gesamtanzahl von Elementschichten ermittelt
werden. Diese ergibt sich aus der Anzahl der Bodenschichten, deren Unterteilungen und
den jeweiligen Konstruktionselementen innerhalb der Bodenschichten. Die untereinander

liegenden Knoten werden an Stelle der Knoten des 2D-Netzes erzeugt. Die Hexaederele-
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Abbildung 5.3: Hezaeder-Elemente-Netz a) Grindung b) Baugrund

mente werden nun als néichstes unter Verwendung der untereinander liegenden Knoten und

der Viereckelemente generiert (Abbildung 5.3 und 5.4) und jedem Element ein Material

zugewiesen.
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Erzeugen der Bauteil-Elemente

Abbildung 5.4: Hexaeder-Elemente-Netz
immer moglich. In einigen Féllen entstehen Netze mit schlechter Qualitidt. Ein Problem stellen
Winde dar. Durch die Vorgabe eines Rechtecks als Berandung im 2D-Dreiecknetz (Abbildung
5.5 a)) entstehen im Vierecknetz durch die oben dargestellte Umwandlung zwei nebeneinander

Der Einbau von geotechnischen Konstruktionselementen ist mit der Projektionstechnik nicht

5.3 Verbessertes
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liegende Elementreihen fiir jede Wand (Abbildung 5.5 b)). Hierdurch erhélt man im Hexaeder-

netz unnoétig viele Elemente.

a)

b)

Abbildung 5.5: a) Dreiecknetz einer Wand, b) resultierendes Vierecknetz

5.3.1 Wainde

Bei wandartigen Bauteilen, wie z.B. Spundwénden, Schlitzwéinden oder einfachen Winden, han-
delt es sich um Bauteile, bei der die Dicke wesentlich kleiner ist als die Kantenldngen in den
anderen Richtungen. In Richtung der Dicke der Bauteile ist es daher sinnvoll, nur eine Elem-
entlage innerhalb des Bauteils zu generieren. Bei der Erzeugung der Viereckelemente aus Drei-
eckelementen kann es, wie in Abbildung 5.5 dargestellt, zu mindestens zwei Elementschichten

innerhalb der Wand kommen.

Abbildung 5.6: Vergréfiertes Wandloch in Dreiecknetz

Die Anzahl der Elementlagen in Richtung der Dicke des Bauteils kann durch eine neu ent-
wickelte Vorgehensweise auf ein Element reduziert werden. Hierbei wird fiir das Dreiecknetz
jeweils ein Loch an der Stelle der Wand vorgegeben. Dieses Loch hat die doppelte Breite der
Wand (Abbildung 5.6). Nach der Generierung wird das Loch im Hexaedernetz mit einem re-
gelméfigen Netz gefiillt. Die Kante des zusétzlichen Loches wird geglittet und verschwindet
SO.

Die Festlegung des zusétzlichen Loches ist recht aufwendig. Hierbei ist immer die Interaktion
mit anderen Bauteilen zu beriicksichtigen. Beim Aufeinandertreffen von zwei oder mehreren
Wainden sind nicht nur die Wande miteinander zu verschneiden, sondern auch die zusatzlichen

Wandl6cher. Diese konnen durch das Verschneiden grofier oder kleiner werden (siehe Abbildung
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[] Verschneidungsflache

Wand

[ ] zusatzliches Loch

Abbildung 5.7: Verschneiden der Winde

5.7). Falls direkt neben der Wand auf einer Seite innerhalb des mdglichen zusétzlichen Loches
ein Bauteil liegt, das durch das Loch verloren gehen wiirde, muss das Loch auf der anderen Seite

der Wand erzeugt werden.

5.3.2 Pfihle

Pfihle sind runde Bauteile. Bei der Verwendung der Mehrphasen-Theorie, bei der die Geometrie
nur durch das lineare 8-Knoten-Hexaederelement angenédhert wird, ist die Abbildung der Run-
dung nur durch die Anniherung als n-Eck mdoglich. Die Anzahl der Elemente innerhalb des

Pfahls kann variabel gehalten werden.

Abbildung 5.8: a),b) dicker Pfahl, c¢) dinner Pfahl

Bei der Generierung der Pfihle wird zwischen diinnen und dicken Pfdhlen unterschieden.
Ob ein Pfahl als diinn oder dick gilt, wird durch das Verhéltnis des Pfahldurchmessers zur

angestrebten Elementgrofe in der Umgebung bestimmt.
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Bei diinnen Pfihlen werden in jeder Elementschicht des Pfahls nur vier Elemente generiert.
Hieraus folgt, dass der Pfahl auch aulen nur maximal acht Kanten haben kann und somit als
Achteck generiert wird (Abbildung 5.8 ¢)). Im Dreiecknetz wird ein Loch in der Form eines
Quadrates erzeugt. Nach der Generierung der Pfahlelemente werden die mittleren Knoten auf
den Kanten des vorherigen Loches auf die Kreisfliche gezogen, wodurch aus dem viereckigen
Querschnitt ein achteckiger Querschnitt entsteht. Ein Glitten des umgebenden Netzes ist an-
schlieflend notwendig.

Dicke Pfiihle werden ebenfalls durch das Herausschneiden eines Loches erzeugt. Im Gegensatz
zu den diinnen Pfiahlen wird hier das Loch im Netz immer als Achteck oder 16-Eck erzeugt. Die
Hexaederelemente innerhalb der Pfihle werden nach vorgegebenen Mustern dreidimensional
erzeugt. Eine anschlielende Ausrundung des Loches wird durchgefiithrt. Auflerdem wird das
Netz in der Umgebung und unterhalb des Pfahls geglittet. Durch die Vorgabe von verschiedenen
Mustern ist es moglich, recht einfach die Qualitit der Diskretisierung des Pfahls zu dndern. Bei
einfacheren Anforderungen an das Elementnetz ist die Diskretisierung nach Abbildung 5.8 a)
ausreichend, bei hoheren Anforderungen ist z.B. die Verwendung des Netzes in Abbildung 5.8

b) moglich.

5.4 Schneiden von Bauteilen

Beim Teilen der Geometrie zur parallelen Netzgenerierung nach Abschnitt 4 ist bei Bauteilen

wie Winden und Pfiahlen auf eine sinnvolle Teilung zu achten.

5.4.1 Winde

Winde sollen nur rechtwinklig zur Wandachse geschnitten werden. Bei schrigen Schnitten, wie
z.B. bei dem in Abbildung 5.9 a) dargestellten Schnitt, ist das Generieren von Hexaedern mit
brauchbarer Qualitidt unmoglich. Bei der Implementierung des Schnittalgorithmus muss daher
das schriige Schneiden der Locher fiir Wande verhindert werden. Erlaubt ist nur das Schneiden
der Wiinde senkrecht zur Wandachse, wie in Abbildung 5.9 b) dargestellt. Ein Finite-Elemente-
Netz einer geschnittenen Wand ist in Abbildung 5.11 dargestellt.

a)’ ------------- @ @ (]
@ @ S T@ ° .
NN Schnittlinie
® Knoten
b) o ) @ P o Lochberandung
@ o ------@ °

Abbildung 5.9: Schnitt durch Wand
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Abbildung 5.10: Finite-FElemente-Netz mit Schnitt durch Wand

5.4.2 Pfihle

Beim Schneiden von Pfihlen ist darauf zu achten, dass der Innenwinkel der Geometrie nach dem
Schnitt nicht zu spitz ist. In Abbildung 5.11 a) wir der Pfahl sehr nah am Rand geschnitten.
Der zum rechten Netz gehorende Teil des Pfahls muss Elemente mit extrem spitzen Winkeln
bekommen. Sinnvoller ist hier eine Schnittfithrung um den Pfahl herum (Abbildung 5.11 b))
oder durch den Mittelpunkt des Pfahls (Abbildung 5.11 c)).

a) b) c)
| | |
I N L N L Ny
. . g A4 & e - Schnittlinie
® o @ /\9 ] S e Knoten
P o ¢ o | & e Lochberandung
o : I N 2 :
| : |

Abbildung 5.11: Schnitt durch Pfahl

5.5 Randbedingungen

In dreidimensionalen unstrukturierten Netzen ist wegen des Zeitaufwandes ein manuelles Erzeu-
gen von Randbedingungen fiir die Finite-Elemente-Berechnung fast unmoglich [Ruben 2000].
Basierend auf der Beschreibung der Randbedingungen wird eine automatische Zuordnung und

Interpolation zu den Knoten entwickelt.
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5.5.1 Natiirliche Randbedingungen

Die Interpolation der natiirlichen Randbedingungen fiir die Knoten ist aufgrund der Mehrpha-
sentheorie komplex. In der verwendeten Implementation der Mehrphasentheorie im Programm
FEAP ist die Anzahl der Freiheitsgrade in den Knoten eines Elementes verschieden (Abbildung
5.12). Die Festkorperverschiebungen sind in allen Knoten der Elemente vorhanden und haben
einen quadratischen Ansatz. Der Ansatz fiir den Porenfluiddruck ist linear und der zugehorige
Freiheitsgrad ist nur in den Eckknoten der Elemente vorhanden. Die Kantenmittenknoten der

Elemente haben daher jeweils einen Freiheitsgrad weniger.

® Verschiebung und Porenfluiddruck
O Verschiebung

Abbildung 5.12: Freiheitsgrade eines Hezaederelementes

Natiirliche Randbedingungen auf Linien Fiir die Berechnung des Zuflusses aus einer Linie

ist folgendes Integral zu l6sen:
Q = /ﬁLinien - N dI'y
Ty

Hierbei sind als Formfunktionen N die linearen Formfunktionen entsprechend Abbildung 5.13
einzusetzen. v ist der Volumenstrom senkrecht zum Rand und I';, die Linie, l&ings der der Zufluss
auftritt.

Abbildung 5.13: Lineare Formfunktion

Die Ersatzlasten in den Knoten, die aus Linienlasten entstehen, lassen sich durch das folgende

Integral beschreiben:
F = / p- N dl',
I's

Hierbei sind p die Linienlast und ', die Linien, auf der die Last einwirkt. Zur Interpolation

miissen hier die quadratischen Formfunktionen entsprechend Abbildung 5.14 verwendet werden.
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m—— 1] N

Abbildung 5.14: Quadratische Formfunktion

Natiirliche Randbedingungen auf Flichen Der Volumenstrom, der flichig einwirkt, muss

folgendermaflen auf die Knoten verteilt werden:

Als Formfunktionen N sind hier die linearen Formfunktionen fiir Viereckelemente nach Ab-

bildung 5.15 zu verwenden.

Abbildung 5.15: Lineare Formfunktion

Die Verteilung der Flichenlasten wird durch das Integral:

F= //cj-NdAg
Ay

beschrieben. Hierbei ist fiir die Formfunktion das Serendipity-Element anzusetzen (Abbildung

5.16).
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Abbildung 5.16: Quadratische Formfunktionen
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5 Netzgenerierung geotechnischer Systeme

5.5.2 Wesentliche Randbedingungen

Eine Zuordnung der wesentlichen Randbedingungen zu den Knoten wird automatisiert. Dies
konnen zum einen verhinderte Verschiebungen bzw. der zu Null gesetzte Porenfluiddruck und
zum anderen vorgegebene Verschiebungen bzw. ein vorgegebener Porenfluiddruck sein. Hierfiir

ist die Anwendung der in Abschnitt 4.4 dargestellten Geometrieoperationen notwendig.

5.6 Kontaktproblematik

5.6.1 Pfihle

Zur Ubertragung der Lasten eines Bauwerkes in tieferliegende Schichten verwendet man Tief-
griindungen, die meistens aus Pfihlen bestehen. Die Kraftiibertragung des Pfahls geschieht durch
die Pfahlfulkraft sowie durch die Pfahlmantelkraft. Die zulissige Pfahlkraft ergibt sich daher
aus [Rodatz 1992]:

(Qr +Qs) (5.1)

1
qZul = —
n

wobei n der Sicherheitsbeiwert, Q, = A,, - 7, die Pfahlmantelkraft und Qs die Pfahlfuf}-
kraft ist. An der Mantelfliche des Pfahls geschieht die Kraftiibertragung durch Reibung des
Bodenkorpers gegen den Pfahl. Die Grofle der Mantelreibung héngt von der Oberflichenbe-
schaffenheit des Pfahls und der Scherfestigkeit des Baugrundes ab und wéchst daher mit der

senkrecht zur Pfahloberfliche wirkenden effektiven Normalspannung.

Q

Abbildung 5.17: Kraftibertragung am Pfahl
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5.6.2 Kontaktflichen

Im Kontaktbereich zwischen Baugrund und Bauteilen kénnen Relativbewegungen der Ober-
flichen auftreten, wodurch Reibkréfte zwischen Baugrund und Bauteil aktiviert werden. Eine
starre Koppelung der Finiten-Elemente ist hier nur im Ausnahmefall zuldssig. In der in
[Wriggers 1998] beschriebenen Implementierung des Kontakts in das Finite-Elemente-Programm
FEAP [Taylor 1998] werden zur Koppelung des Finite-Elemente-Netzes im Bereich der Kontakt-
zone Kontaktflichen verwendet, die zur Beschreibung der sich aneinander bewegenden Korper
dienen. In Abbildung 5.18 sind die Kontaktflichen fiir den Pfahl dargestellt. Zur Verdeutlichung
wurde der Pfahl in der Abbildung im Durchmesser geschrumpft.

Baugrund-Element

Pfahl-Element

Kontaktflache
Pfahl

Kontaktflache
Baugrund

Abbildung 5.18: Kontaktfliche am Pfahl

Zur Generierung der Kontaktflichen wird das Netz entlang des Pfahlmantels aufgeschnit-
ten. Fiir alle Knoten im Bereich des Pfahlmantels werden doppelte Knoten an der geometrisch
gleichen Stelle erzeugt, sodass fiir den Baugrund als auch fiir den Pfahl jeweils ein Finite-
Elemente-Knoten vorhanden ist. Sowohl fiir den Boden als auch fiir den Pfahl wird jeweils eine
Kontaktfliche erzeugt, die den Pfahlmantel beschreibt und aus Viereckelementen besteht.

In Abbildung 5.19 sind zwei Finite-Elemente-Netze abgebildet, mit denen Belastungsversuche

von Pfihlen mit dem Programm FEAP nachgerechnet wurden. Zur Reduzierung des numeri-
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a)

57
57

Abbildung 5.19: Geschnittener Pfahl a) Ausgangsnetz b) mit lokaler Verfeinerung

schen Aufwandes wurden Symmetrien ausgenutzt. Zur Verbesserung der Berechnungsergebnisse
der Berechnung mit dem in Abbildung 5.19 a) dargestellten Netz wurde eine Verfeinerung im
Bereich der Kontaktzone mit der in Abschnitt 3.3.4 beschriebenen dreier-Verfeinerung fiir Hexa-
ederelemente durchgefithrt (Abbildung 5.19 b)).
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6 Objektorientierte Modellierung

Bei der beschriebenen Vorgehensweise zur Parallelisierung von Netzgeneratoren muss man zwi-
schen drei Teilmodellen unterscheiden. Das eine Teilmodell verwaltet die Beschreibung der zu
vernetzenden Problemstellung in Form eines CAD-Modells. Das Geometrie-Modell dient der
Teilung des Kontinuums und der zweidimensionalen Netzgenerierung. Als Ergebnis erhélt man

ein Finite-Elemente-Modell, in dem auch Randbedingungen vorhanden sind.

6.1 CAD-Modell

Zur Beschreibung und Verwaltung der CAD-Daten der Griindung eines Bauwerkes und des
umgebenden Baugrundes wurde das CAD-Modell entwickelt. Dieses besteht aus drei Teilen:

dem Baugrundmodell, dem Bauzustandsmodell sowie dem Konstruktionselemente-Modell.

6.1.1 Baugrund-Modell

Das Baugrundmodell dient der Verwaltung des Baugrundes mit allen Parametern. In diesem Mo-
dell wird der Baugrund selbst beschrieben. Hierfiir ist zum einen die Beschreibung der Gelidndeo-
berfliche und zum anderen eine Beschreibung der Schichtung und der Materialien des Bodens
erforderlich. Zur Beschreibung der Oberfliche werden Digitale-Gelinde-Modell-Punkte (DGM-
Punkte) verwendet. Die Informationen iiber die Schichtung des Bodens erhiilt man in der Regel
aus Bohrprofilen. Bohrprofile geben Auskunft iiber die Reihenfolge, die Dicke und die Mate-

rialien der Schichten im Baugrund an jeweils einer Stelle im Gebiet und sind daher Teil des

Baugrundmodells.
Bodenmodell
GT_Umriss DGM_Punkt Bohrprofil
Punkt Punkt Punkt
Tiefen
Material

Abbildung 6.1: Klassendiagramm Baugrund-Modell

Die Begrenzung des Gebietes in Form eines Umrisses ist ein weiterer Teil des Baugrund-

Modells. Der Umriss besteht aus einem geschlossenen Polygonzug und beschreibt die &duflere

97
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Grenze des Gebietes, die auch als Berechnungsgrenze fiir eine Finite-Elemente-Simulation ver-

wendet wird.

6.1.2 Bauzustandsmodell

Die Modellierung von komplexen Baugrund-Tragwerk-Systemen ist oft nur unter Beriicksich-
tigung des Bauablaufes moglich. Hierbei ist es erforderlich, Nachweise fiir verschiedene Bau-

zustidnde und den Endzustand des Bauwerkes durchzufiihren.

Bauzustandsmodell

y

Bauzustand

Name
Anfang
Ende

GT_Element Lasten Randbedingungen

Abbildung 6.2: Klassendiagramm Bauzustands-Modell

Jeder Bauzustand besteht aus einer Liste von Elementen, die zu dem Bauzustand vorhanden
sind. Des weiteren sind Lasten und Randbedingungen abhiingig vom Bauzustand. Daher besteht
jeder Bauzustand, wie in Abbildung 6.2 dargestellt, aus eine Liste von Bauzustinden, einer Liste

von Lasten und einer Liste von Randbedingungen.

6.1.3 Konstruktionselemente-Modell

Geotechnische Konstruktionselemente lassen sich grob in zwei Arten unterteilen. Die einen Ele-
mente dienen der Griindung eines Bauwerkes und werden daher als Griindungselemente bezeich-
net, die anderen Elemente dienen dem Verbau einer Baugrube und werden daher Verbauelemente
genannt.

In Abbildung 6.3 ist das Klassendiagramm fiir das Konstruktionsmodell dargestellt.
Griindungselemente sind Platten, Einzelfundamente, Streifenfundamente und Pfidhle. Verbau-
elemente sind Spundwénde und Schlitzwinde sowie Aushubelemente, die zur Beschreibung des

entfernten Bodens verwendet werden.
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Geometrie-Modell

GT_Element

Bauzustande

PunktinElement()

%

GT_Gruendung GT_Verbau
PunktinElement() PunktinElement()
GT_Platte GT_Streifenfundament GT_Spundwand GT_Schlitzwand
Laenge Laenge Laenge Laenge
Breite Breite Tiefe Tiefe
Dicke Dicke Profil Dicke
Mittelpunkt Mittelpunkt Mittelpunkt Mittelpunkt
Rotation Rotation Rotation Rotation
Material Material Material Material
PunktinElement() PunktinElement() PunktinElement() PunktinElement()

GT_Einzelfundament GT_Pfahl GT_Aushub
Laenge Laenge Knoten
Breite Radius Tiefenl
Dicke Mittelpunkt
Mittelpunkt Rotation PunktinElement()

Material
PunktinElement()

Rotation
Material

PunktinElement()

Abbildung 6.3: Klassendiagramm Konstruktionselemente-Modell

6.2 Geometrie-Modell

Die Beschreibung der Geometrie ebener Tragwerke ist durch die Verwendung von Polygonziigen,
Linien, Lochern und Punkten moéglich. Hierbei stellen z.B. Polygonziige die Auflenkanten der zu
vernetzenden Platte dar, Linien die Stellen der Lagerung oder Belastung durch Winde sowie
Punkte die Stellen an denen Stiitzen die Platte punktuell unterstiitzen. Locher werden unter
anderem fiir Schiichte oder Treppen bendtigt. Bei der verwendeten Projektionstechnik dienen
die Polygonziige nach der Projektion auf die zweidimensionale Ebene der Beschreibung des Ge-
bietsrandes. Linien und Lécher werden zum Einbau von geotechnischen Konstruktionselementen

benotigt. DGM-Punkte und Bohrprofile sind als Punkte auf der Ebene vorhanden.

Zweieinhalbdimensionale Strukturen konnen &hnlich wie ebene Tragwerke beschrieben wer-
den. Als zusétzliche Informationen kommen Koordinaten in der 3. Richtung hinzu. Bei der
Implementierung des Netzgenerators fiir zweieinhalbdimensionale Netze wurde das Augenmerk
auf geotechnische Problemstellungen gelenkt. Die 3. Koordinate ergibt sich in diesen Fillen zum
einen aus den Schichtinformationen, die sich aus Bohrpfiahlen gewinnen lassen, und zum anderen

aus den Tiefen der Ober- und Unterkanten der verschiedenen Griindungs- und Verbauelemente.

Eine Geometrie muss daher aus einem Randpolygon, Linien, Léchern und Punkten bestehen.
Bei der Teilung eines Polygonzuges konnen aus einem Polygonzug zwei Polygonziige, d.h. zwei

Geometrien, entstehen. Fiir die rekursive Teilung der Geometrie werden von allen geometrischen
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Geoliste

Traegheitsmomente
Schwerpunkt
Flache

FlacheBerechnen()
TragheitsmomenteErmitteln()
SchwepunktErmitteln()

Geometrieliste Geometrie Polygonzug
Geometrie . Randpolygon 1 1| Kanten 2.
- - 1. 1 Locher 0..* 1 -
Triangulieren() Linien 0.7 1] Teilen( ‘
Teilen() Punkte on SchnittpunkteErmitteln()
NetzGenerieren()
Teilen()
Punkt Kante
Koordinaten 2| Punkte
Schnittlinie Eckknotenflag ZwischenKNOtenE 0
- Koppelknotenflag wischenknotenErzeugen
Schnittknoten 2% Tiefenkoordinaten

Abbildung 6.4: Klassendiagramm Geometrie

Elementen die Triagheitsmomente und der Schwerpunkt benttigt. Die Teilung wird durch eine
Schnittlinie beschrieben, wobei die geometrischen Elemente jeweils nur an vorhandenen Punkten

geteilt werden diirfen.

In Abbildung 6.4 ist das Klassendiagramm fiir die Verwaltung der Geometrien dargestellt. Als
Basisklasse mit den grundlegenden Eigenschaften von Geometrien, wie z.B. Fliche oder Schwer-
punkt, wurde die Klasse Geoliste entwickelt. Von ihr werden die Klassen Geometrieliste,
Geometrie und Polygonzug abgeleitet. Mit der Klasse Polygonzug werden Randpolygone, Li-
nien und Locher von ebenen Geometrien verwaltet. Die Klasse Geometrie fasst die durch einen
Randpolygonzug umrandeten Teile einer Geometrie zusammen. Mehrere Objekte der Klasse
Geometrie werden mit der Klasse Geometrieliste verwaltet bzw. bei der Berechnung von

Schwerpunkt oder Trégheitsmomenten zusammengefasst.

Eine Geometrie sowie ein Polygonzug bestehen aus Objekten der Klasse Punkt, die zur Be-
schreibung eines geometrischen Punktes dienen. Zur rekursiven Teilung der Geometrie besteht
die Klasse Schnittlinie. Diese beschreibt den Kantenzug, entlang dem eine Geometrie geteilt

wird.
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6.3 Finite-Elemente-Modell

Dieses Teilmodell beschreibt das bei der Netzgenerierung entstehende Finite-Elemente-Netz und

besteht aus verschiedenen Finiten-Elementen sowie aus den zugehérigen Knoten.

FiniteElement

Bauzustaende

Formkriterium()
Geometriekriterium()
Umkreiskriterium()
Formfunktion()
AbgeleiteteFormfunktion()
Verfeinern()

| T | |

DreieckElement ViereckElement PrismaElement Hexaeder Element
VerfeinerungEinbauen() VerfeinerungEinbauen()
1 3,6 NetzVerbessern() 6,15 1 NetzVerbessern()
Glaetten() Glaetten()
1] |48 820 |1
i N
—‘ U
1.* 1% 1% |1.* Lx 11> [1.*
Material FiniteElementK noten 1+ 2 Kontaktflaeche
Koordinaten
Koppelknotenflag
Topologiekriterium()
0] 0.7
1.* 1.*
NatuerlicheRandbedingung WesentlicheRandbedingung

Abbildung 6.5: Klassendiagramm Finite- Elemente-Modell

Als Basisklasse fiir die verschiedenen Finite-Elemente ist die Klasse FiniteElement entstan-
den. Diese Klasse beinhaltet zum einen allgemein den Zeiger auf die Knoten, aber auch virtuelle
Methoden, wie z.B. die Methoden zur Berechnung der Qualitit der Elemente, die Formfunk-
tionen oder die Netzverfeinerung. Des weiteren enthélt jedes Element Informationen iiber die
Bauzustinde, zu denen das Element vorhanden ist. Die verschiedenen Finiten-Elemente leiten
sich von dieser Klasse ab. Bei den ebenen Elementen sind dies die Dreieckelemente, die mit
der Klasse DreieckElement, und die Viereckelemente, die mit der Klasse ViereckElement be-
schrieben werden. Die Klasse ViereckElement besitzt im Gegensatz zu DreieckElement noch
Methoden zur Netzverbesserung nach Kapitel 3.2.2. Als dreidimensionale Elemente sind zum
einen ein Prisma mit dreieckiger Grundfliche mit der Klasse Prismaelement und zum anderen
ein Hexaeder mit der Klasse Hexaederelement implementiert.

Die Knoten des Finite-Elemente-Netzes werden mit der Klasse FiniteElementKnoten dar-

gestellt. Diese enthiilt zum einen die Koordinaten des Punktes, aber auch ein Koppelknotenflag,
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anhand dessen ein mdéglicher Partnerknoten bei der Kommunikation gefunden werden kann.
Knotenorientierte Qualititskriterien zur Beschreibung der Netzqualitit, wie z.B. das Topologie-

Kriterium, sind ebenfalls in der Klasse FiniteElementKnoten implementiert.

6.4 Geometrisch sortierte Datenstrukturen

Zur Verwaltung der Finiten-Elemente und deren Knoten gibt es verschiedene Herangehenswei-
sen. In vielen dlteren Finite-Elemente-Programmen werden hierfiir meistens Felder, in neueren
Programmen oft auch Listen verwendet. Fiir Finite-Elemente-Programme ist dies auch in der Re-
gel ausreichend, da ein geometrisches Suchen nach Elementen oder Knoten nicht notwendig ist.
Fiir Netzgenerierungsprogramme sind Felder und Listen allerdings unzureichend, da hier h&ufig
geometrisch nach Knoten oder Elementen, wie z.B. bei der Einarbeitung von Randbedingungen,

gesucht werden muss.

=]

{A}

{E}
D}

{B}
c}

Abbildung 6.6: Quadtree-Struktur

Geometrisch sortierte Datenstrukturen sind im eindimensionalen Fall Bindrbdume, im zwei-

dimensionalen Fall Quadtree-Strukturen und im dreidimensionalen Fall Octree-Strukturen. Am
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Beispiel der Quadtree-Struktur wird nun die Funktionsweise dieser geometrisch sortierten Da-

tenstrukturen demonstriert. Bindrbaume und Octree-Strukturen funktionieren ihrer Dimensio-

nalitéit entsprechend.

In Abbildung 6.6 sind einzelne Finite-Elemente eines Netzes und der zugehérige Quadtree

dargestellt. Fiir das Gebiet, in dem sich die Elemente befinden, wird ein umschlieendes Rechteck

mit achsenparallelen Kanten gesucht. Dieses Rechteck wird rekursiv in jeweils vier gleich grofle

Rechtecke geteilt, solange Elemente in eins der jeweiligen Teilrechtecke passen. Jedes Viereck

besitzt eine Liste mit Elementen sowie vier Zeiger auf Vierecke, die Teile dieses Vierecks sind.

Elemente, die nicht vollstindig in eines der unteren Vierecke passen, werden in der Liste abgelegt,

die anderen den jeweiligen Vierecken zugeordnet und dort rekursiv weiter sortiert. So ist in

Abbildung 6.6 das Elemente A nur der obersten Ebene zuzuordnen, wihrend das Element C in

der 3. Unterebene einzusortieren ist. Beim geometrischen Suchen in einem Quadtree ist jeweils

nur ein Ast der Baumstruktur abzusuchen, weshalb sich gerade bei grofien Datenmengen enorme

Zeitvorteile ergeben.

)

a

Abbildung 6.7: Netze zum Vergleichen der Zugriffszeiten

Die Anwendbarkeit der geometrisch sortierten Datenstrukturen wurde an verschiedenen Bei-

spielen untersucht. Am Beispiel eines Quadrates mit 24 x 24 Elementen (Abbildung 6.7 a)), eines

Quaders mit 24 x 24 x 33 Elementen (Abbildung 6.7 b)), eines Quaders mit 24 x 24 x 10 Elemen-

ten (Abbildung 6.7 ¢)) und des Baugrundmodells des TREPTOWERS in Berlin aus Abschnitt

7.2 mit 49442 Elementen soll die Anwendbarkeit gezeigt werden.

Als Abbruchkriterium beim Aufbauen der Quadtree-Struktur fiir Finite-Elemente ist festge-

legt, dass sie komplett innerhalb des Vierecks liegen miissen, um hinterher auch wieder gefunden

werden zu konnen. Knoten kdénnen in beliebig kleine Gebiete einsortiert werden um wieder ge-

funden zu werden. Als Abbruchkriterium ist hier daher festgelegt, dass nicht mehr als 10 Knoten

in einem Viereck vorhanden sein diirfen.

Das zeitliche Verhalten fiir das Suchen nach einem Viereckelement fiir das 1. Beispiel ist

in Abbildung 6.8 dargestellt. Gesucht wurde jeweils 100 mal nach einem Knoten bzw. nach
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Abbildung 6.8: Zeiten zum Suchen in der Datenstruktur fir ein Quadrat mit 24 x 24

Elementen

einem Element. Der Vorteil der Quadtree-Struktur ist deutlich zu erkennen. Die Suchzeiten fiir
Elemente im Quadtree betragen nur % der Suchzeit der Elemente in der Liste. Fiir Knoten
ergibt sich das Verhéltnis %

In Abbildung 6.9 sind die Zeiten fiir 100 mal Suchen in Listen-, Quadtree- und Octree-
Struktur fiir das 2. Beispiel dargestellt. Die Suche nach einem Element ist mit der Quadtree-
Struktur am schnellsten, gefolgt von der Octree-Struktur. Die Verhiltnisse zur Suchzeit in der

Liste sind ﬁ bzw. ﬁ. Fiir die Knoten ist die schnellste Suche in der Octree-Struktur moglich.

1

. . . . . . . L
Die Verhaltnisse zur Liste sind hier: =g und 5933 -

Finite-Elemente-Modelle von Baugrundstrukturen haben in der Regel eine geringe Tiefe im
Vergleich zu den restlichen Ausdehnungen des Modells. Dies wird mit dem Beispiel 3 nachge-
bildet. Das Verhiltnis der Zugriffszeiten (Abbildung 6.10) fiir die Suche nach Elementen ist fiir
den Quadtree 2%4 und fiir den Octree 4—13 im Vergleich zu den Zeiten in der Liste. Fiir die Suche
nach Knoten sind die Verhéltnisse 5?%2 und %. Hierbei sieht man deutlich, dass die Suche im
Octree trotz seines dreidimensionalen Zugriffs nicht schneller ist als das Suchen im Quadtree.

Das Beispiel Treptower zeigt dhnliche Verhéltnisse fiir die Zugriffszeiten (Abbildung 6.11).
Die Zeit zum Suchen nach einem Knoten im Quadtree betrigt % der Zeit fiir die Liste, die Zeit
fiir den Octree ist 1—19. Die Suche nach einem Knoten ist auch fiir dieses Beispiel deutlich schneller

mit dem Octree. Hierbei ist das Verhiltnis zur Zeit der Liste ﬁ. Das Verhiltnis Suchzeit im

L
4949°

Ein Zeitvorteil der Octree-Struktur gegeniiber der Quadtree-Struktur kann nur fiir Knoten,

Quadtree zur Suchzeit in der Liste ist

aber nicht fiir Elemente gezeigt werden. Erkliren lasst sich dies durch die Abmafle der Geometrie
der Beispiele. Bei wiirfelformigen Geometrien und wiirfelformigen Elementen, wie in Beispiel 2,

stellt der Octree eine Alternative zur Liste fiir die Suche nach Elementen dar. Sind die Abmes-
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6.4 Geometrisch sortierte Datenstrukturen

2.50 1

0.5¢

Datenstruktur : Element | Knoten

Liste || 2.68537 | 1.31468

Quadtree || 0.014055 | 0.00165892
Octree || 0.017451 | 0.000589013

Suchen Knoten OctreF

Suchen Element List
Suchen Element Octrqp

Suchen Element Quadtrqfe
Suchen Knoten Quadtrqp

Zeit [sec.]
|_\
o = u»
Suchen Knoten LIStD
Aufstellen Octree und QuadtrqD

Abbildung 6.9: Zeiten zum Suchen in der Datenstruktur fir einen Quader mit 24 x 24 x 33

Elementen

Datenstruktur : Element Knoten
Liste || 0.794503 0.411391
Quadtree || 0.00389004 | 0.000772953
Octree | 0.018182 0.000566959

Zeit [sec.]
[oNoNoNo]
s
Suchen Knoten ListD

Suchen Element List
Suchen Element Octrqﬁe

Suchen Element Quadtrqfe
Suchen Knoten Quadtrqp
Suchen Knoten OctreP

Aufbauen Octree und Quadtrﬁ

Abbildung 6.10: Zeiten zum Suchen in der Datenstruktur fir einen Quader mit 24 x24x 10

FElementen
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6 Objektorientierte Modellierung

Datenstruktur Element Knoten
Zeit Ebenen || Zeit Ebenen
Liste || 7.147 | 1 4.60331 | 1
Quadtree || 0.248 | 9 0.00093 | 10
Octree || 0.379 | 7 0.00057 | 8

Zeit [sec.]
OFRPNWMOUGIONO©
Suchen Knoten Listéf:l

Suchen Knoten OctreF

Suchen Element List
Suchen Element Octrqi

Suchen Element Quadtrqﬂs
Suchen Knoten Quadtrqp

Aufstellen Octree und Quadtrge

Abbildung 6.11: Zeiten zum Suchen in der Datenstruktur fir ein Baugrundmodell mit
49442 Elementen

sungen der Geometrie nicht wiirfelférmig, sondern ist eine Kante des umschlielenden Quaders
grof} oder klein gegeniiber den anderen Kanten, haben die Teilquader ebenfalls unausgewoge-
ne Seitenverhéltnisse. Die Octree-Struktur kann dann nur mit einer sehr geringen Anzahl von
Ebenen erzeugt werden, da die Elemente in einer Richtung schon nach wenigen Rekursionen
nicht mehr in die Teilquader passen. Der gleiche Effekt ist bei Elementen zu finden, die in ei-
ner Richtung lang oder kurz gegeniiber den anderen Richtungen sind. Die Elemente lassen sich
schlecht in untere Ebenen eine Octrees einordnen, da sie in einer Koordinatenrichtung in der
Regel nicht in einen Teilquader passen. In Abbildung 6.11 sind die Anzahlen der Ebenen fiir die
Quadtree-Struktur und die der Octree-Struktur fiir das Beispiel TREPTOWERS dargestellt.
Die Quadtree-Struktur hat zwei Ebenen mehr, wodurch die Anzahl der Elemente, die in der
untersten Ebene iiberpriift werden miissen, sich auf etwa % der Anzahl der Elemente, die sich
in der Octree-Struktur befinden, reduziert. Bei Finite-Elemente-Modellen aus dem Bereich der
Geotechnik, die mit einer Projektionstechnik erstellt wurden, ist die Tiefe der Modelle meist
klein gegeniiber den iibrigen Ausmaflen. Oft haben die Elemente auch eine sdulenartige Form.
Hierbei hat sich der Quadtree gegeniiber dem Octree als deutlich bessere Datenstruktur zur

Verwaltung der Elemente erwiesen.

6.5 Paralleler Ablauf

Der parallele Ablauf der Netzgenerierung ist schematisch in Abbildung 6.12 fiir die Vernetzung

mit vier Prozessoren abgebildet. Zu Beginn liest ein Prozessor das CAD-Modell ein. Anschlie-
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6 Objektorientierte Modellierung

fend werden die Daten durch eine Kommunikation den anderen Prozessoren zur Verfiigung
gestellt. Jeder Prozessor diskretisiert als nichstes den Gebietsrand sowie Linien und Lécher ent-
sprechend der Verteilungsfunktion der Netzdichte. Parallel wird anschlieBend eine Teilungslinie
unter Verwendung der Schwerachsenmethode ermittelt. Die Geometrie wird geteilt, wobei der
nicht benétigte Teil der Geometrie geléscht und die Teilungslinie als Kante in die Geometrie
eingebaut werden. Die Diskretisierung der Teilungslinie ist anschliefend erforderlich. Rekursiv
wird das Teilen der Geometrie und das Diskretisieren der Teilungslinie solange wiederholt, bis
jeder Prozessor nur noch die Teilgeometrie hat, die er vernetzen muss. Anschliefend wird das
Netz parallel generiert.

Das Zustandsdiagramm in Abbildung 6.13 stellt die einzelnen Schritte der parallelen Netz-
generierung auf einem Prozessor genauer dar. Zuerst wird die Grundgeometrie aufgebaut. Wie
schon beschrieben, ist es notwendig, eine Diskretisierung auf allen Kanten der Geometrie vorzu-
nehmen, um die Kommunikation zwischen den Prozessoren zu vermeiden. Dies geschieht, indem
auf allen Kanten Knoten im Abstand entsprechend der Wichtungsfunktion eingefiigt werden.
Als nichstes wird ein grobes Dreiecknetz erzeugt, bei dem sich die Eckpunkte der Dreiecke in
den Eckpunkten der Geometrie befinden. Unter Verwendung dieses groben Netzes kénnen die
Flichenintegrale fiir den Schwerpunkt und die Trigheitsmomente berechnet werden.

In den nichsten Schritten wird zuerst der Ursprung der Geometrie in den Schwerpunkt ver-
schoben. Unter Verwendung der Hauptachsen wird die Schnittlinie ermittelt und die Geometrie
daran geteilt. Anschlieflend ist entlang des Schnittes eine Diskretisierung der Kanten notwendig.
Falls eine weitere rekursive Teilung notwendig ist, d.h. wenn die Rekursionsanzahl kleiner ist als
die Dimension des zur Verfiigung stehenden Hypercubes des Parallelrechners, folgt eine erneute
Vernetzung mit Dreiecken, um die Flichenintegrale fiir die aktuelle Geometrie zu berechnen. Ist
eine weitere Teilung nicht notwendig, wird direkt ein Dreiecknetz erzeugt.

Fiir Viereckelemente und Hexaederelemente ist als ndchstes eine Umwandlung des Dreieck-
netzes in ein Vierecknetz notwendig. Dies wird auf die in Abschnitt 3.1.4 beschriebene Art
durchgefiihrt. Eine Glattung und Verbesserung des Netzes nach Abschnitt 3.2 unter Beriicksich-
tigung der Qualititskriterien ist anschliefend notwendig.

Als néichstes werden fiir Prismaelemente und Hexaederelemente die Knoten in der Tiefe unter
Beriicksichtigung aller geometrischen Bedingungen erzeugt. Unter Verwendung der neu entstan-
denen Knoten werden aus den ebenen Elementen dreidimensionale Elemente erzeugt.

Anschliefend ist der Einbau einer lokalen Verfeinerung nach Abschnitt 3.3 moglich, bevor die
Randbedingungen fiir die Finite-Elemente-Berechnung den Netzknoten zugewiesen werden. Als
Abschluss der Netzgenerierung wird das Netz entweder in eine Datei geschrieben oder die Daten

werden direkt einem anderen Programm zur Verfiigung gestellt.
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6.5 Paralleler Ablauf

2D Geometrie aufbauen

Grundgeometrie aufgebaut }

Zwischenknoten erzeugen

Grundgeometrierand diskretisierg

triangulieren

Dreiecknetz erzeugt }<

Schwerpunkt und Momente berechnen

Teilungsdaten ermittelt }

transformieren

Geometrie transformiert }

Teilen

Geometrie geteilt }

Zwischenknoten erzeugen

w [n < Dimension]
Schnittlinie diskretisiert J

N N N N Y Y Y

[n == Dimension] Netz erzeugen

[Dreiecke] Dreiecknetz erzeugt } [Prismaelemente]

[Vierecke, Hexaeder] Netz umwandeln Séaulenstruktur aufbauen

{ Vierecknetz erzeugt } { Netz mit Prismaelementen }

Netz verbessern, glatten

verbessertes Vierecknetz W [Hexaeder]

[Vierecke] | Netz verfeinern Séaulenstruktur aufbauen

{ lokale Verfeinerungen eingebaut <Netz verfelner{ Netz mit Hexaederelementen }

Randbedingungen einarbeiten

. . ] L Randbedingungen einarbeiten
Randbedingungen eingearbeitet
Randbedingung A

einarbeiten

Ausgabe

{ Finite-Element-Eingabedatei erzet}gt

®

Abbildung 6.13: Zustandsdiagramm
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6 Objektorientierte Modellierung

6.6 Implementierung

Der Prototyp ist in der Programmiersprache C++ implementiert. Die Verwaltung der Daten
geschieht unter Verwendung der Standard Template Library (STL) und den in Abschnitt 6.4
beschriebenen geometrisch sortierten Datenstrukturen. Zur Kommunikation der Prozesse wird,
um eine moglichst grofie Portabilitit zu erhalten, sowohl das Message-Passing Interface (MPT)
als auch die Parallel Virtual Machine (PVM) verwendet.

Die Wahl der Programmiersprache C++ geschah aus verschiedenen Griinden. Zum einen gibt
es nur stabil laufende Netzgeneratoren, zu denen man auch den kompletten Quellcode erhilt, in
der Programmiersprache C. Des weiteren steht MPI bis heute nur in den Programmiersprachen
C und FORTRAN zur Verfiigung. PVM ldsst die Wahl offen, ob FORTRAN, C oder JAVA
verwendet wird.

Durch die Wahl von PVM als auch von MPI wird eine mdéglichst grofle Portabilitiat des
Programmecodes angestrebt. Die Wahl der Bibliothek geschieht durch Praprozessordirektiven.

Ausfiihrbare Programme existieren fiir Sun Workstationcluster, den Parsytec PowerXPlorer
als auch fiir Linux-Netzwerke. Zur Ubersetzung des Codes kénnen sowohl Compiler der Hard-
warehersteller als auch Compiler aus dem GNU-Projekt verwendet werden. Die unterschiedlichen
Hardwaretopologien sowie die leicht unterschiedlichen Implementierungen der Bibliotheken und
Compiler ergeben fiir die gleichen Problemstellungen teilweise sehr unterschiedliche Rechenzei-

ten. Die resultierenden Finite-Elemente-Netze sind die gleichen.
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7 Anwendungsbeispiele

Basierend auf den in den vorigen Kapiteln beschriebenen Algorithmen und dem in Kapitel 6
beschriebenen objektorientierten Entwurf wurde ein Prototyp entwickelt. Anhand dieses Proto-
typs soll an zwei Beispielen aus dem Bauingenieurwesen die Leistungsfihigkeit der Algorithmen

und des Entwurfs gezeigt werden.

7.1 Hochbauplatte - Liederhalle Stuttgart

Zur Demonstration des Prototyps an einem zweidimensionalem Beispiel wird eine Deckenplatte
der Liederhalle in Stuttgart verwendet. Das Modell dhnelt in den Proportionen der realisierten
Platte, bei der Lagerung, der Belastung und den Materialien wurden jedoch Annahmen getroffen.
Der Grundriss der Platte ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Die Platte hat mehrere Locher sowie
eine grofle Aussparung im Bereich des Zuschauerraums der Halle. Gelagert ist die Platte zum
einen auf Wianden und zum anderen auf punktformigen Stiitzen. Als Belastung wurde eine

Gleichflichenlast auf der gesamten Platte angenommen.

240 m

Abbildung 7.1: Liederhalle: Grundriss der Platte
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7 Anwendungsbeispiele

Die Vernetzung der Platte mit Viereckelementen wurde mit verschiedenen Netzdichten durch-
gefithrt. Im Rahmen dieser Arbeit werden hiervon zwei Diskretisierungen vorgestellt. Bei der
ersten Diskretisierung wird als Netzdichte 2 Meter fiir die angestrebte Kantenldnge vorgege-
ben. Das resultierende Netz hat ca. 3.500 Elemente. Fiir die zweite Diskretisierung wird eine

Kantenlénge von 1 Meter angestrebt, wobei das resultierende Netz ca. 16.000 Elemente aufweist.

7.1.1 Diskretisierung 1

Die Diskretisierung 1 hat die maximale Kantenlinge, um die Geometrie der Platte mit konstan-
ter Elementgrofle abbilden zu kénnen. Das resultierende Netz ist in Abbildung 7.2 dargestellt.
Die Partitionierungen fiir Berechnungen mit vier und acht Prozessoren sind in den Abbildungen
7.3 und 7.4 zu sehen. Deutlich erkennbar ist hierbei, dass die Partitionierung fiir acht Pro-
zessoren durch die Teilung der Gebiete der Partitionierung fiir vier Prozessoren entsteht. Die

Elementanzahlen der partitionierten Netze sind Tabelle 7.1 zu entnehmen.

T

_3‘%

HH

Abbildung 7.2: Liederhalle: Elementnetz Diskretisierung 1

Durch die auBermittige grofe Offnung in der Platte kommt es bei der ersten Teilung zu einer
ungleich grofien Teilung der Platte. Daher sind die Elementanzahlen bei der Berechnung mit zwei
Prozessoren unterschiedlich und der eine Prozessor hat hierbei sogar zwei Teilgebiete. Bedingt
wird dies durch die Schwerachsenmethode, bei der die Geometrie mit einer Linie durch den

Schwerpunkt geteilt wird. Die grofie Offnung bewirkt, dass Teile der Geometrie mit kleiner Fliche
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7.1 Hochbauplatte - Liederhalle Stuttgart

Anzahl der || Elementanzahl | Elementanzahl | Elementanzahl
Prozessoren Durchschnitt Minimum Maximum
1 3484 3484 3484
2 1747 1537 1956
4 852 728 997
8 434 449 518
16 224 162 272

Tabelle 7.1: Liederhalle: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 1

Abbildung 7.3: Liederhalle: Partitionierung mit vier Prozessoren

113



7 Anwendungsbeispiele

Abbildung 7.4: Liederhalle: Partitionierung mit acht Prozessoren

und groflem Hebelarm den gleichen Einfluss haben wie Teile der Geometrie mit grofier Fliche
und kleinem Hebelarm. Daher ist die erste Teilung der Geometrie problematisch und bewirkt,
dass die eine Teilgeometrie 44 % der Fliche und die andere 56 % der Fliche bekommt. Die
weiteren Teilungen sind ausgewogener. Durch die rekursiven Teilungen hat nach vier Teilungen
der Prozessor mit der grofiten Elementanzahl daher fast 70 % mehr Elemente als der Prozessor

mit der geringsten Elementanzahl.

7.1.2 Diskretisierung 2

Mit der Diskretisierung 2 wird eine wesentlich feinere Auflosung des Netzes angestrebt. Die Kan-
tenldngen betragen etwa 1 Meter, woraus sich eine Gesamtanzahl von etwa 16500 Elementen
ergibt. Die Diskretisierung fiir einen Prozessor ist in Abbildung 7.5 dargestellt. Die Partitio-
nierungen fiir mehrere Prozessoren entsprechen mit minimalen Abweichungen aufgrund einer
anderen Randdiskretisierung den Partitionierungen der Diskretisierung 1.

Bei der rekursiven Teilung der Platte ergibt sich wieder das Problem der grofien Offnung. Die
feinere Diskretisierung am Rand aufgrund der feineren Netzdichte bewirkt eine etwas giinstige-
re Teilung der Geometrie bei der ersten Teilung als bei der Diskretisierung 1. Das Verhéltnis
der Elementanzahlen fiir zwei Prozessoren ist hier 54% zu 46 %. Die weiteren Teilungen sind

wiederum giinstiger als die erste. Nach vier Teilungen hat das kleinste Teilgebiet 67% der Ele-
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7.1 Hochbauplatte - Liederhalle Stuttgart

Anzahl der || Elementanzahl | Elementanzahl | Elementanzahl
Prozessoren Durchschnitt Minimum Maximum
1 16350 16350 16350
2 8274 7612 8935
4 4054 3577 4646
8 2106 1752 2369
16 1046 858 1280

Tabelle 7.2: Liederhalle: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 2

mente des grofiten Teilgebietes. Die feinere Diskretisierung und damit die héhere Auflésung des
Geometrierandes bewirken ein exakteres Treffen der Schwerachsen. Die Teilung der Geometrie

ist dadurch besser und die Elementanzahlen in den Teilgebieten ausgeglichener.

Abbildung 7.5: Liederhalle: Elementnetz Diskretisierung 2
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7.1.3 Effektivitit der Parallelisierung

Die Effektivitit der Parallelisierung des Netzgenerators ist im Speed-up-Diagramm in Abbildung
7.6 und im Effizienz-Diagramm in Abbildung 7.7 dargestellt. Die ungleichméfiige Teilung im
ersten Rekursionsschritt, bedingt durch die groBe Offnung fiir den Zuschauerraum in der Platte,
wirkt sich auf die Effizienz stark aus. Die weiteren ungleichméfiigen Teilungen fiithren zu einer
Effizienz von 59,6 % fiir die Diskretisierung 1 und von 53,1 % fiir die Diskretisierung 2 bei der

Verwendung von 16 Prozessoren.

16
Netz 1 =
8 Netz2 P
o .
:I, -
B 4
Q
c-‘ P
1) .
2 r 4
1 L
1 ’ 4 8 16

Anzahl der Prozessoren
Abbildung 7.6: Liederhalle: Speed-up

Die Effektivitit der feineren Diskretisierung ist immer schlechter als die der groberen. Dies
liegt daran, dass fiir die feinere Diskretisierung der sequentielle Aufwand geringer ist, da die
Randdiskretisierung weniger Knoten hat. Hierdurch ist der Aufwand fiir die Triangulierung des

Gebietes zum Losen der Integrale sowie das Losen der Integrale selber auch wesentlich geringer.

140
120

100 =

80

60

Effizienz [%]
e |

40 + Netz

20 |

Anzahl der Prozessoren

Abbildung 7.7: Liederhalle: Effizienz
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7.2 Griindung - TREPTOWERS Berlin

Als reales Demonstrationsbeispiel fiir eine zweieinhalb-dimensionale Baugrundstruktur wird die
Griindung des Hochhauses TREPTOWERS in Berlin-Treptow ausgesucht. Das Hochhaus steht
in der Ndhe der Spree auf dem ehemaligen Gelinde des VEB Kombinats Elektro-Anlagen-
Werke und ist mit 31 Obergeschossen insgesamt 121.5 m hoch. Gegriindet ist das Gebdude mit
einer Kombinierten-Pfahl-Platten-Griindung mit einer 37,1 m x 37,1 m groflen Fundamentplatte
(Abbildung 7.8). Insgesamt 54 mantelverpresste Bohrpfihle mit einer Linge zwischen 12,5 m
und 16 m befinden sind unterhalb der Platte.
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Abbildung 7.8: TREPTOWERS: Schnitt und Grundriss

Der Baugrund besteht aus einer ca. drei Meter dicken Schicht aus nicht tragfihigen organi-

schen Boden, unter der eine etwa 32 m dicke Schicht aus wechselgelagerten pleistozinen Sanden
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7 Anwendungsbeispiele

und Kiesen ansteht. Unterhalb dieser Schicht befindet sich eine pleistozéine Geschiebemergel-
schicht.

7.2.1 Bauablauf

Die Griindungssohle befindet sich fiinf Meter unterhalb des Grundwasserspiegels. Zur horizon-
talen Abdichtung der Baugrube wurde eine umschlielende Spundwand eingebracht. Zur Verhin-
derung des Ausspiilens des Bodens in der Baugrundsohle wurde eine Weichgelsohle verwendet,
die erst nach dem Bohren der Pfihle erstellt wurde. Anschlielend wurde der Aushub des Bodens
durchgefiihrt und die Bodenplatte erstellt.

= GTIS =B
_ Datei v) fnsicht =) Datenbank v) Optionen ©| GT-Elemsnt = | Bavarund =) Bauablauf v ) lasten v | GIS =] Berschnung =) Help ©]

|25 LE 2] QD= 7]

Tan 192000 |

Abbildung 7.9: TREPTOWERS: Modellierung mit GTIS

Die Modellierung des Systems wurde mit dem Modellierungswerkzeug GTIS [Diaz 1998],
[Schonenborn 1999] entsprechend dem Bauablauf durchgefithrt (Abbildung 7.9). Als Modellie-
rungsgebiet wird eine rechteckige Grundfliche angenommen, deren Begrenzung 50 m entfernt
parallel zum Baugrubenrand liegt. Unterhalb der Pfihle wurde der Boden bis in eine Tiefe der
zweifachen maximalen Pfahllinge modelliert.

Die Last auf die Griindung durch das Eigengewicht des Geb&dudes steigert sich wihrend des

Bauablaufes in mehreren Schritten auf insgesamt 560 MN und wird als Gleichflichenlast auf

118



7.2 Griindung - TREPTOWERS Berlin

der gesamten Plattenoberfliche angenommen. Als Randbedingung wird angenommen, dass die
Verschiebung am Rand des Modellierungsgebietes senkrecht zum Modellierungsrand nicht mehr
vorhanden ist. Des weiteren werden die Spundwand als auch die Baugrubensohle auf Grund der
Weichgelsohle als undurchlissig angenommen. Die Netzdichte ist am Rand des Gebietes relativ
grob mit einer Kantenlinge von 5,0 m gewéhlt. In der Nihe der Baugrube wird eine feinere
Netzdichte mit einer Kantenldnge von 2,5 m vorgegeben. Um eine brauchbare Qualitit des Netzes
im Bereich der Baugrube mit den viele Pfihlen zu ermdoglichen, wird hier eine Kantenlinge von

1,0 m gewéhlt.

Abbildung 7.10: TREPTOWERS: Bauzustand nach dem Einbringen der Spundwdnde

Der Bauzustand des Bodens nach dem Einbringen der Spundwénde ist in Abbildung 7.10 dar-
gestellt. Erkennbar sind im Finite-Elemente-Netz die Linien, die fiir die spéter einzubringenden

Bauteile erforderlich sind.

Abbildung 7.11 zeigt den Bauzustand der Baugrube nach dem Aushub auf die endgiiltige
Baugrubentiefe. Im Boden befinden sich zu diesem Zeitpunkt auch schon die mantelverpressten
Bohrpfahle. Das Finite-Elemente-Netz der fertiggestellten Griindung mit dem Baugrubenverbau
ist in Abbildung 7.12 dargestellt.
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Abbildung 7.11: TREPTOWERS: Bauzustand nach Aushub

Abbildung 7.12: TREPTOWERS': Bauzustand nach Fertigstellen der Grindung
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Abbildung 7.13: TREPTOWERS: Schnitt durch die Baugrube

Die Diskretisierung der Griindung und des Baugrubenverbaus ist in Abbildung 7.14 zu sehen.
Die zwei verschiedenen Sohltiefen der Baugrube sowie der Baugrubenverbau sind zu erkennen.

Des weiteren sind die 56 Bohrpfihle mit den verschiedenen Léngen zu sehen.

Abbildung 7.14: TREPTOWERS: Finite- Elemente-Netz der Grindung
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7.2.2 Parallele Netzgenerierung

Die parallele Netzgenerierung wird fiir das Beispiel durchgefiihrt. Bei der Steuerung der Partitio-

nierung durch die Lastverteilungsfunktion werden die angestrebte Elementgréflenverteilung fiir

den Endzustand angenommen und alle Verbau- und Griindungselemente beriicksichtigt. Nicht

beriicksichtigt wird die Wegnahme von Elementen im System durch den Aushub der Baugrube.

Ein Ausgleich der unterschiedliche Elementanzahlen nach dem Aushub wird nicht durchgefiihrt.

Abbildung 7.15: TREPTOWERS: Netz eines Prozessors bei der Generierung mit zwei Prozes-

soren

In Abbildung 7.15 und 7.16 sind die Teilnetze bei der Berechnung mit zwei bzw. vier Prozes-

soren fiir den Bauzustand nach dem Erstellen der Bodenplatte dargestellt.

Abbildung 7.16: TREPTOWERS: Netz eines Prozessors bei der Generierung mit vier Prozes-

soren
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Die Partitionierung der Baugrundstruktur ist in Abbildung 7.17 als Draufsicht fiir vier und

16 Prozessoren dargestellt. Der Algorithmus erstellt bei dieser doppelt symmetrischen Problem-

stellung eine doppelt symmetrische Partitionierung des Gebietes.

a)

b)

Abbildung 7.17: TREPTOWERS: Partitionierung mit vier und 16 Prozessoren

Die kleineren Elemente im Bereich der Baugrube bewirken, dass ein Prozessor, dessen Gebiet

im Bereich der Grube liegt, eine kleinere Fliche vernetzen muss als ein Prozessor, dessen Gebiet

am Modellrand liegt. Dieser Lastausgleich gelingt durch die vorgegebene Lastverteilungsfunktion

relativ gut, so dass die Abweichungen der Elementanzahlen der einzelnen Prozessoren nur gering

gegeniiber dem Durchschnitt sind. In Tabelle 7.3 sind die durchschnittlichen, die minimalen und

die maximalen Elementanzahlen der Diskretisierung fiir die Partitionierungen mit maximal 32

Prozessoren dargestellt.

Anzahl der || Elementanzahl | Elementanzahl | Elementanzahl
Prozessoren || Durchschnitt Minimum Maximum

1 45583 45583 45583

2 23089 22817 23361

4 11540 11317 11937

8 9761 5466 6210

16 2885 2621 3247

32 1457 1196 1688

Tabelle 7.3: TREPTOWERS: Elementanzahlen

Die Lastverteilung funktioniert fiir diese Beispiel wesentlich besser als fiir das Beispiel der

Hochbauplatte. Die Anzahl der Elemente im Teilgebiet mit der kleinsten Elementanzahl betragt
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7 Anwendungsbeispiele

bei der Berechnung mit 16 Prozessoren 80 % der Anzahl der Elemente des Teilgebietes mit der

groBten Anzahl von Elementen und bei 32 Prozessoren immerhin noch 70 %.

7.2.3 Effektivitidt der Parallelisierung

Die Beschleunigung der parallelen Berechnung gegeniiber der sequentiellen Berechnung ist in
Abbildung 7.18 in einem Speed-up-Diagramm dargestellt. Die hierfiir notwendigen Zeitmessun-
gen wurden auf einem Linux-Cluster mit Pentium-II Prozessoren mit 350 MHz Taktfrequenz

und 128 MB Speicher pro Prozessor durchgefiihrt. Verwendet wurde ein 100 MBit Netzwerk mit

einem Switch als Verteiler.
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Abbildung 7.18: TREPTOWERS: Speed-up
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Abbildung 7.19: TREPTOWERS: Effizienz
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7.2 Griindung - TREPTOWERS Berlin

Das in Abbildung 7.19 dargestellte Effizienz-Diagramm zeigt deutlich die gute Effizienz der
Parallelisierung. Fiir Prozessoranzahlen von bis zu vier Prozessoren, bei denen die Elementan-
zahlen auf den Prozessoren nur gering vom Durchschnitt abweichen, wird eine Effizienz von
jeweils iiber 90 Prozent erreicht. Der schlechtere Lastausgleich und der hShere sequentielle Auf-
wand bei héheren Prozessoranzahlen spiegeln sich auch im Effizienz- und Speed-up-Diagramm
wieder. So liegt die Effizienz bei 16 Prozessoren nur bei 82,7 % und bei der Berechnung mit 32
Prozessoren wird die Rechenleistung von 24,9 Prozessoren erreicht, was einer Effizienz von 78,1

% entspricht.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Durchgefiihrte Arbeiten und Ergebnisse

Zur Durchfiithrung einer Finite-Elemente-Berechnung auf einem Parallelrechner ist eine partitio-
nierte Diskretisierung erforderlich. Die vorliegende Arbeit zeigt einen alternativen Ansatz, bei
dem nicht zuerst eine komplette Diskretisierung oder ein grobes Hintergrundnetz erzeugt wer-
den muss. Ausgehend von einer CAD-Beschreibung des Systems wird eine Partitionierung der
Geometrie vorgenommen und die Diskretisierung auf den Koppelridndern festgelegt. Anschlie-
end wird eine Vernetzung der Teilgeometrien durchgefiihrt.

Fiir zweidimensionale und fiir rdumliche Problemstellungen wurde der Algorithmus ange-
wendet und mit Hilfe der objektorientierten Modellierung umgesetzt. Im zweidimensionalen Fall
wurde am Beispiel einer Hochbauplatte der Liederhalle in Stuttgart die Leistungsfahigkeit de-
monstriert. Baugrund-Tragwerk-Strukturen wurden als rdumliches Anwendungsgebiet verwen-
det. Hierfiir war die Entwicklung von Algorithmen zur kompatiblen Vernetzung der Baugrund-
struktur, der Griindung und des Baugrubenverbaus mit Hexaederelementen notwendig. Fiir das
Hochhaus TREPTOWERS in Berlin wurde die Leistungsfihigkeit der parallelen Netzgenerie-
rung dargestellt.

Verschiedene geometrische Qualititsbeschreibungen fiir Diskretisierungen wurden untersucht
und bewertet sowie Algorithmen zur Glattung und Netzverbesserung vorgestellt. Herangehens-
weisen zur lokalen Verfeinerung von Diskretisierungen wurden dargestellt und angewendet und
Losungen fiir spezielle Anforderungen der Verfeinerungen an die Lastverteilung entwickelt.

Die vorgestellte Vorgehensweise zur Parallelisierung von Netzgeneratoren hat Vor- und Nach-
teile gegeniiber anderen Herangehensweisen. Nachteilig im Vergleich zu der sequentiellen Vernet-
zung mit anschlieBender Partitionierung ist zum einen die Ausgewogenheit der Partitionierung.
Bei der Verwendung graphenbasierter Algorithmen zur Partitionierung des Netzes erhilt man
Teilgebiete mit jeweils der annéhernd gleichen Anzahl von Elementen. Durch die Partitionierung
der Geometrie mit dem vorgestellten Algorithmus kann es aufgrund der verwendeten Schwer-
achsenmethode zu sehr ungleich grofien Teilgebieten kommen, besonders wenn die Anzahl der
Teilgebiete grofl ist oder, wie bei dem Beispiel der Hochbauplatte der Liederhalle, ein grofles
Loch im zu vernetzenden Gebiet ungiinstige Schnittlinien bewirkt.

Ein weiterer Nachteil des Algorithmus gegeniiber der parallelen Netzgenerierung unter Zu-
hilfenahme eines Hintergrundnetzes liegt in der Komplexitit beim Zerteilen der Geometrie,
was besonders bei komplizierten geometrischen Verhiltnissen, wie z.B. bei vielen vorgegebenen
Linien, Kanten oder Léchern im Gebietsinneren, problematisch ist und einen erhéhten Rechen-
aufwand erfordert. Bei diesen komplizierten geometrischen Gegebenheiten hat der vorgestellte

Algorithmus aber auch Vorteile. Diese liegen in der relativ guten Teilung der Geometrie, die bei
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8 Zusammenfassung und Ausblick

der Parallelisierung unter Zuhilfenahme eines Hintergrundnetzes nur durch eine hohe Auflésung
des Hintergrundnetzes erreicht werden kann, was dann allerdings auch zu schlechten Effizienzen
fiithrt.

Die Partitionierung der Geometrie und nicht des Netzes oder eines Hintergrundnetzes hat
besonders Vorteile bei der Generierung extrem grofler Netze mit vielen Elementen. Das Netz
oder ein Hintergrundnetz muss nie komplett auf einem Prozessor vorliegen. Hierdurch erreicht
man, dass Netze generiert werden kdnnen, die vom Speicherbedarf her gesehen die Grofle des

Hauptspeichers eines Prozessors um ein Vielfaches iibersteigen.

8.2 Moglichkeiten fiir die Weiterentwicklung

Im Bereich der Generierung der Diskretisierungen fiir Baugrund-Tragwerk-Strukturen ist die
Entwicklung von Algorithmen zur Vernetzung weiterer Bauteile erforderlich. Hierbei ist an Bau-
teile wie Damme, B6schungen, Tunnel oder Anker zu denken. Spezielle Losungen sind hier auch
fiir die Parallelisierung zu suchen. So ist z.B. bei Ankern das Problem der Verbindung des Anker-
kopfes mit der Verpressstrecke bei der parallelen Berechnung schlecht auf mehrere Prozessoren
verteilbar.

Bei zeitabhéngigen Problemstellungen, wie z.B. der Simulationsrechnung der Konsolidierung
einer Griindung, kénnen Anderungen im System aufgrund von Bauzustinden auftreten. Hierfiir
ist die Entwicklung einer Simulationssteuerung erforderlich [Pahl u. a. 2000], die den einzelnen
Zeitschritten eine Diskretisierung zuordnet und eine Interpolation der Systemgréfien von einer
Diskretisierung auf die néchste iibernimmt.

Die Partitionierung des Systems wird in der vorliegenden Arbeit statisch durchgefiihrt.
Nachtriigliche Anderungen in der Diskretisierung, wie z.B. durch verschiedene Bauzustinde oder
notwendige nachtrigliche Verfeinerungen, um Fehler in der Berechnung zu minimieren, kénnen
zu Verdnderungen in der Rechenlast der Teilgebiete fiihren. Eine automatisierte Umverteilung

von Elementen wéare hier denkbar.
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