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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Aktuelle Ingenieurbauwerke sind auf Grund ihrer Komplexit

�

at mit den klassis
hen manuellen

und vereinfa
hten Bere
hnungsmodellen nur einges
hr

�

ankt abbildbar. Neben dem physikalis
hen

Experiment hat si
h die numeris
he Simulation in den letzten Jahren als gutes Werkzeug f

�

ur

den Ingenieur bei dem Entwurf und der Bemessung von Ingenieurbauwerken entwi
kelt. Neben

der exakteren Bemessung von einfa
hen Bauteilen wie S
heiben und Platten, die eine Kosten-

einsparung in der Ausf

�

uhrung bewirkt, hat si
h die numeris
he Bere
hnung gerade im Berei
h

komplexerer Aufgabenstellungen als vorteilhaft erwiesen.

Einer der wi
htigsten Vertreter der numeris
hen Approximationsverfahren ist die Methode der

�niten Elemente. Mit Hilfe dieser Methode werden die vers
hiedensten Problemstellungen aus

dem Bauwesen, wie die S
hnittgr

�

o�enermittlung in der Statik, die Bere
hnung von Grundwasser-

spiegelh

�

ohen, die Simulation des Sto�transports im Grundwasser oder die Setzungsbere
hnung

von Geb

�

auden dur
hgef

�

uhrt.

Der herk

�

ommli
he Ablauf bei der Anwendung der Finite-Elemente-Methode gliedert si
h

in drei Teile: die Erstellung eines Modells, die Simulationsre
hnung und die Auswertung der

Bere
hnungsergebnisse. Die Erstellung des Modells unterteilt si
h wiederum in mehrere Teile.

Ausgegangen wird von einer Bes
hreibung des Problems in Form von Zei
hnungen, CAD-Daten,

Messgr

�

o�en oder Sondierungsdaten. Bei kontinuierli
hen Problemen ist eine Diskretisierung des

Systems, d.h. eine Aufteilung des Kontinuums in kleine Elemente, erforderli
h. Bei einfa
hen

Problemstellungen ist eine manuelle Diskretisierung m

�

ogli
h, w

�

ahrend bei komplexeren dreidi-

mensionalen und m

�

ogli
herweise zeitabh

�

angigen Systemen eine automatis
he Vernetzung erfor-

derli
h ist.

Der numeris
he Aufwand in der Simulationsre
hnung von gro�en Finite-Elemente-Modellen

�

ubersteigt h

�

au�g die Re
henleistung sowie den adressierbaren Spei
her herk

�

ommli
her Re
hner.

Spezielle Parallelre
hner sowie zu einem virtuellen Gro�re
hner zusammenges
haltete Arbeits-

platzre
hner bieten hier Abhilfe. Die parallelisierte Simulation erfordert eine Aufteilung des

Problems in gekoppelte Teilprobleme, die dann verteilt glei
hzeitig bere
hnet werden. Bei der

Finite-Elemente-Bere
hnung ist hierf

�

ur eine Partitionierung des FE-Netzes erforderli
h, die in

der herk

�

ommli
hen Vorgehensweise im Ans
hluss an die Erzeugung des Netzes und vor der

Bere
hnung dur
hgef

�

uhrt wird.

1



1 Einleitung

1.2 Zielsetzung

F

�

ur die Dur
hf

�

uhrung von Finite-Elemente-Bere
hnungen auf Parallelre
hnern ist ein partitio-

niertes Netz notwendig. Die Teilnetze d

�

urfen si
h ni
ht

�

uberlappen und m

�

ussen an den Kanten

kompatibel sein. Kompatibel bedeutet hier, dass zwei Teilgebiete, die si
h an einer Koppelkante

tre�en, auf der Kante glei
h viele Knoten und Elemente besitzen. Die Elemente m

�

ussen hierbei

au
h mit den glei
hen Ansatzfunktionen bes
hrieben werden.

Bei der Diskretisierung gro�er Problemstellungen stellen der zur Verf

�

ugung stehende sowie der

adressierbare Hauptspei
her eine Grenzen dar. Diskretisierungen mit einer gr

�

o�eren Anzahl von

Elementen sind hier ni
ht m

�

ogli
h. Bei der sequentiellen Generierung von Netzen, die ans
hlie-

�end partitioniert werden, besteht dieses Problem ebenfalls. Trotz der parallelen FE-Simulation

und des gr

�

o�eren Spei
hers ist die Beherrs
hung gr

�

o�erer Probleme mit dieser Vorgehensweise

ni
ht m

�

ogli
h.

In der hier vorliegenden Arbeit wird ein Ansatz zur parallelen Generierung von FE-Netzen

vorgestellt, mit dem automatis
h partitionierte Netze erzeugt werden. Alternativ zur herk

�

omm-

li
hen Vorgehensweise wird bei diesem Ansatz ni
ht ein komplettes Netz erzeugt und sp

�

ater

aufgeteilt, sondern es wird eine Partitionierung der Bes
hreibung des Problems vorgenommen

und ans
hlie�end eine kompatible Vernetzung der Teilprobleme dur
hgef

�

uhrt. Hierdur
h errei
ht

man, dass die Diskretisierung nie auf einem einzelnen Prozessor komplett vorliegen muss und so

au
h wesentli
h gr

�

o�ere Problemstellungen beherrs
hbar werden.

Die Anwendbarkeit der parallelen Netzgenerierung wird sowohl f

�

ur zweidimensionale ebene

Tragwerke als au
h f

�

ur r

�

aumli
he und zeitabh

�

angige Baugrund-Tragwerk-Strukturen untersu
ht.

F

�

ur die Diskretisierung von Baugrund-Tragwerk-Strukturen existieren zur Zeit keine umfas-

senden Software-L

�

osungen. Im Rahmen dieser Arbeit wird daher na
h M

�

ogli
hkeiten zur Ver-

netzung der Baugrundstruktur sowie der darin enthaltenen Gr

�

undungs- und Verbauelementen

gesu
ht. Hierbei werden sowohl spezielle Anforderungen aus der Finite-Elemente-Modellierung

des Systems als au
h Anforderungen aus der Parallelisierung des Netzgenerators ber

�

u
ksi
htigt.

1.3 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 ist eine Zusammenstellung des Standes der Fors
hung und dient zur Einordnung der

Problemstellung. Hierbei wird n

�

aher auf die Netzgenerierung, die Finite-Elemente-Methode, die

Gebietszerlegungsverfahren, die parallele Netzgenerierung und allgemein auf die Parallelisierung

von Problemstellungen eingegangen.

In Kapitel 3 wird die Vorgehensweise zur Generierung von Netzen erl

�

autert. Hierbei werden

sowohl Algorithmen zur Netzgenerierung von Dreie
k-, Viere
k-, Tetraeder- und Hexaedernetzen

vorgestellt als au
h die M

�

ogli
hkeiten zur Verbesserung von Diskretisierungen dargestellt. Algo-

2



1.3 Aufbau der Arbeit

rithmen zur Netzverfeinerung werden erl

�

autert und eine geometris
he Qualit

�

atsbes
hreibung der

Diskretisierungen wird untersu
ht.

Der Ansatz zur parallelen Netzgenerierung wird in Kapitel 4 vorgestellt. Hierbei wird auf

die notwendige Darstellung der Geometrie, die Teilung des Problems, die Geometrieverarbeitung

und auf Lastverteilung eingegangen.

Kapitel 5 dient der Erl

�

auterung der Netzgenerierung f

�

ur geote
hnis
he Systeme. Detail-

liert wird hierbei auf die Projektionste
hnik, den Einbau von Bauteil-Elementen und auf Rand-

und

�

Ubergangsbedingungen eingegangen. Beim Einbau von Bauteil-Elementen werden spezielle

L

�

osungen f

�

ur die Parallelisierung vorgestellt.

Auf die Objektorientierte Modellierung des Systems wird in Kapitel 6 eingegangen. Hierbei

wir das Augenmerk auf die Teilmodelle CAD-Modell, Geometrie-Modell und Finite-Elemente-

Modell gelegt. Geometris
h sortierte Datenstrukturen werden f

�

ur den Anwendungsfall Baugrund-

Tragwerk-Struktur untersu
ht und die Implementierung des Systems wird erl

�

autert.

In Kapitel 7 wird die Leistungsf

�

ahigkeit der parallelen Netzgenerierung an zwei Beispie-

len demonstriert: Das eine Beispiel ist eine zweidimensionale Ho
hbauplatte mit eine gro�en

Aussparung der Liederhalle in Stuttgart. Das anderen Anwendungsbeispiel ist die r

�

aumli
he

Diskretisierung der Gr

�

undung und des Baugrubenverbaus des TREPTOWERS in Berlin.

Kapitel 8 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Ausbli
k auf M

�

ogli
h-

keiten der Weiterf

�

uhrung der Arbeit.

3
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2 Stand der Fors
hung

2.1 Netzgenerierung

Die Bes
hreibung vieler physikalis
her Ph

�

anomene ist mit Hilfe von Di�erentialglei
hungen

m

�

ogli
h, die in der Regel nur f

�

ur Sonderf

�

alle exakt gel

�

ost werden k

�

onnen. Zur numeris
hen

L

�

osung dieser Glei
hungen gibt es eine Reihe von Verfahren wie z.B. die Finite-Di�erenzen-

Methode, die Rand-Elemente-Methode oder die Finite-Elemente-Methode. Bei kontinuierli
hen

Systemen ist eine Diskretisierung des Systems zur Anwendung dieser Methoden erforderli
h.

Diskretisierungen lassen si
h in drei Arten klassi�zieren: strukturierte Netze, unstrukturierte

Netze und hybride Netze.

a) b) c)

Abbildung 2.1: a) Strukturiertes Netz, b) Unstrukturiertes Netz, 
) Hybrides Netz

2.1.1 Strukturierte Netze

Strukturierte Netze werden dur
h die folgende De�nition bes
hrieben:

De�nition 1 Ein Elementnetz wird als strukturiert bezei
hnet, wenn an allen inneren Knoten

des Netzes regul

�

ar sind.

Ein regul

�

arer Knoten wird wie folgt de�niert:

De�nition 2 Ein Knoten wird als regul

�

ar bezei
hnet, wenn die Anzahl der an ihn grenzenden

Elemente die optimale Anzahl ist. Die optimale Anzahl von Elementen ergibt si
h aus Tabelle

2.1.

Bei strukturierten Netzen ist, wie in Abbildung 2.1 a) dargestellt, die Anzahl der an einen

Knoten angrenzenden Elemente f

�

ur jeden inneren Knoten glei
h und entspre
hend der optimalen

Anzahl.

Strukturierte Netze k

�

onnen aus ein-, zwei- oder dreidimensionalen Elementen bestehen. Die

E
kpunkte der Elemente liegen in einer strukturierten Ordnung vor. Eine Abbildung des Netzes

5



2 Stand der Fors
hung

Element-Typ optimale Element-

anzahl je Knoten

Dreie
k 6

Viere
k 4

Tetraeder 24

Hexaeder 8

Tabelle 2.1: Regul

�

are Punkte: Optimale Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Elemente

auf ein Netz mit regelm

�

a�igen Elementen ist m

�

ogli
h. F

�

ur ein Netz aus Viere
kelementen ist die

Abbildung auf ein Netz mit regelm

�

a�igen Re
hte
ken in Abbildung 2.2 dargestellt.

b)a)

Abbildung 2.2: a) Strukturiertes Netz, b) Abbildung des strukturierten Netzes

2.1.1.1 Algebrais
he Methode

Die algebrais
he Vorgehensweise bei der Generierung strukturierter Netze funktioniert f

�

ur zwei-

dimensionale Systeme. Eine Anwendung der Te
hnik auf dreidimensionale Gebilde ist aktueller

Fors
hungsgegenstand. Um mit dieser Methode die Netze zu generieren, wird die Geometrie

auf ein Einheitsviere
k projiziert und mit Hilfe von Interpolationsfunktionen, verglei
hbar mit

den Formfunktionen, zerlegt. Aufgrund der Abbildung ist eine Vernetzung nur von einfa
hen

Geometrien m

�

ogli
h. Das Verfahren ist dur
h seine Einfa
hheit sehr eÆzient [Banks 1995℄.

Abbildung 2.3: Abbildung der Geometrie auf ein Einheitsviere
k, Elementierung

6



2.1 Netzgenerierung

2.1.1.2 Netzgenerierung dur
h L

�

osung partieller Di�erentialglei
hungen

Die Generierung von strukturierten Netzen dur
h die L

�

osung partieller Di�erentialglei
hungen

ist f

�

ur zwei- und dreidimensionale Gebiete m

�

ogli
h. Der Grundgedanke der Methode liegt in der

De�nition einer Di�erentialglei
hung, wie z.B. der Poisson Glei
hung f

�

ur kartesis
he Koordina-

ten in Gebietskoordinaten, deren L

�

osung auf dem Gebietskoordinatensystem das zu erzeugende

Netz in kartesis
hen Koordinaten ist. Hierbei muss eine analytis
he L

�

osung f

�

ur die Di�erenti-

alglei
hung m

�

ogli
h sein. Diese ist in den meisten F

�

allen nur f

�

ur einfa
he Geometrien, wie z.B.

Re
hte
ke, m

�

ogli
h.

Elliptis
he Di�erentialglei
hungen werden zur Vernetzungen von berandeten Gebieten ver-

wendet, w

�

ahrend hyperbolis
he und parabolis
he Di�erentialglei
hungen zur Vernetzung unbe-

randeter Gebiete verwendet werden [Filipiak 1996℄.

Die Qualit

�

at der Netze, die mit Hilfe von partiellen Di�erentialglei
hungen ermittelt wurden,

ist besser, als die Qualit

�

at der Netze, die dur
h Interpolationsfunktionen ermittelt wurden. Der

Aufwand zur Generierung des Netzes ist jedo
h wesentli
h h

�

oher.

2.1.1.3 Multiblo
k

Die beiden dargestellten Algorithmen zur globalen Generierung von strukturierten Netzen

k

�

onnen nur einfa
he Geometrien vernetzen. Zur Vernetzung komplizierterer Geometrien bietet

die Multiblo
k-Methode die M

�

ogli
hkeit, die Geometrie in einfa
here, vernetzbare Teilgeome-

trien zu zerteilen, um diese dann hinterher mit einer der oben bes
hriebenen Vorgehensweisen

zu vernetzen. Eine Anwendung des Verfahrens ist sowohl f

�

ur zweidimensionale Dreie
k- und

Viere
knetze als au
h f

�

ur dreidimensionale Tetraeder- und Hexaedernetze m

�

ogli
h. Bei Dreie
k-

und Tetraedernetzen weisen die Elemente an den Teilungslinien bzw. -


�

a
hen eine s
hle
htere

Qualit

�

at auf. Die betro�enen Knoten k

�

onnen unter Umst

�

anden sogar irregul

�

ar sein.

Die Geometrie wird in vernetzbare Teilgebiete aufgeteilt, die Blo
ks genannt werden. Diese

Blo
ks werden na
h dem Generieren der Teilnetze zum Multiblo
k zusammengefasst. Hierbei ist

auf Kompatibilit

�

at an den Verbindungskanten der Teilnetze zu a
hten.

Eine Automatisierung des Aufteilungsprozesses ist nur teilweise m

�

ogli
h. Ein

Ansatz hierf

�

ur ist die Mittela
hsen- bzw. Mittel


�

a
hente
hnik [Pri
e u. a. 1995℄,

[Pri
e und Armstrong 1997℄ oder die Aufteilung unter Verwendung des einges
hlossenen

Voronoi Graphen [She�er u. a. 1998℄. In den meisten F

�

allen ist jedo
h eine Steuerung der

Aufteilung dur
h den Nutzer notwendig. Diese Notwendigkeit tritt besonders bei den Son-

derf

�

allen des Multiblo
k-Verfahrens, den O-, C- und H-Typ-Netzen, auf. Diese Typen von

Netzen werden dur
h Zusammenlegen von jeweils zwei Knoten zu einem Netzknoten aus

regelm

�

a�igen Re
hte
knetzen erzeugt. Verwendet werden diese Typen von Netzen um L

�

o
her

zu generieren, ohne Knoten zu erhalten, an denen die Anzahl der angrenzenden Elemente ni
ht

der

�

ubli
hen Anzahl entspri
ht. Die Bu
hstaben-Namen O f

�

ur O-Typ, C f

�

ur C-Typ und H f

�

ur

H-Typ entspre
hen jeweils der Form der Netze.

7
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hung

3

4

1

2

3
1

4
2

Abbildung 2.4: Multiblo
k: O-Typ Netz

3
4

2
5

6

1

5

61

2
3 4

Abbildung 2.5: Multiblo
k: C-Typ Netz

1 2 1 2

Abbildung 2.6: Multiblo
k: H-Typ Netz

2.1.2 Unstrukturierte Netze

In unstrukturierten Netzen ist die Anzahl der Na
hbarknoten bzw. Na
hbarelemente f

�

ur die ein-

zelnen Knoten unters
hiedli
h (Abbildung 2.1 b)). Eine wesentli
h gr

�

o�ere Flexibilit

�

at in Hinsi
ht

auf die Anpassung an die Geometrie als au
h bei Verfeinerungen zei
hnen unstrukturierte Netze

im Verglei
h zu strukturierten Netzen aus. Die beiden wi
htigsten Methoden zur Erzeugung un-

strukturierter Netze sind die Advan
ing-Front Methode und die Delaunay Triangulierung. Die

Algorithmen sind in Abs
hnitt 3.1 dargestellt.

2.1.3 Hybride Netze

Hybride Netze bestehen aus vers
hiedenen Elementarten. Zur Erzeugung dieser Netze werden

Vorgehensweisen der strukturierten und der unstrukturierten Netzgenerierung kombiniert. Zwei-

dimensionale Netze bestehen aus Dreie
ken und Viere
ken, dreidimensionale Netze aus Tetra-

edern und Hexaedern (Abbildung 2.1 
)). Die resultierenden Netze sind daher unstrukturiert.

8



2.2 Finite-Elemente-Methode

Hybride Netze bieten im Verglei
h zu strukturierten Netzen eine wesentli
h gr

�

o�ere geometris
he

Flexibilit

�

at. Ein weiterer Vorteil hybrider Netze liegt in der geringeren Anzahl an Elementen, die

die Netze aufweisen [Shaw 1999℄. Zur Erzeugung hybrider Netze gibt es vers
hiedene Algorith-

men. [Owen 1999℄ stellt ein Verfahren zur Erzeugung hexaeder-dominanter Netze vor, das auf

Basis eines Viere
knetzes auf der Geometrieober


�

a
he eine Tetraedervernetzung dur
hf

�

uhrt und

diese dann in das hybride Netz konvertiert. [Thompson und Soni 1999℄ erzeugen viere
k- und

hexaeder-dominante Netze. Hierbei wird ausgehend von strukturierten Netzen dur
h Gl

�

attung

sowie Einf

�

ugen und L

�

os
hen von Kanten und Elementen eine Anpassung an die Geometrie vor-

genommen.

2.2 Finite-Elemente-Methode

Die Methode der Finiten Elemente geh

�

ort zu den wi
htigsten und am h

�

au�gsten verwendeten

numeris
hen L

�

osungsverfahren zur L

�

osung von Di�erentialglei
hungen im Bauwesen. Entwi
kelt

wurde die Methode zur L

�

osung stukturme
hanis
her Problemstellungen, f

�

ur die es im Allgemei-

nen keine analytis
he L

�

osung gibt.

Bei den zu bere
hnenden Systemen unters
heidet man zwis
hen kontinuierli
hen und dis-

kreten Systemen. Diskrete Systeme haben eine endli
he Anzahl von Teilsystemen mit jeweiligen

Zustandsgr

�

o�en, die aus einer algebrais
hen Bes
hreibung bere
hnet werden k

�

onnen. Die Auftei-

lung des Systems in kleine Teilsysteme, au
h Elemente genannt, ist dur
h das System vorgegeben.

In diesen Elementen lassen si
h die Zustandsgr

�

o�en exakt darstellen [Betten 1997℄. Im Bauwesen

sind Beispiele f

�

ur diskrete Systeme Fa
hwerke oder Rahmen. Kontinuierli
he Systeme lassen si
h

nur dur
h Di�erentialglei
hungen bes
hreiben. Die Zustandsgr

�

o�en sind an jeder Stelle unter-

s
hiedli
h. Eine Diskretisierung kontinuierli
her Systeme, d.h. eine Zerlegung in kleine Elemente,

ist daher notwendig. F

�

ur diese Elemente lassen si
h dann Glei
hungen aufstellen. Innerhalb der

Elemente kann die me
hanis
he Theorie teilweise exakt simuliert werden. Dur
h die

�

Uberg

�

ange

zwis
hen den Elementen, an denen Unstetigkeiten und Spr

�

unge in den Zustandsgr

�

o�en vorkom-

men, entsteht ein Fehler in der Bere
hnung. Die Genauigkeit der Bere
hnung h

�

angt daher unter

anderem von der Diskretisierung des Systems ab.

Auf die ermittelten diskreten Elemente wird die jeweils zutre�ende me
hanis
he Theorie

angewendet. Die L

�

osung des Systems wird im Zusammenwirken aller diskreten Elemente unter

Ber

�

u
ksi
htigung von Rand- und

�

Ubergangsbedingungen bere
hnet.

Die Finite-Elemente-Methode ist, mit Ausnahme der L

�

osung diskreter Systeme, aufgrund

der notwendigen Diskretisierung und der Interpolation innerhalb der Elemente, ein Approxima-

tionsverfahren. Die Ergebnisse der Bere
hnung sind in Abh

�

angigkeit von der Diskretisierung mit

Fehlern behaftet. Mit Hilfe adaptiver Verfahren ist eine automatis
he Minimierung des Appro-

ximationsfehlers m

�

ogli
h [Olden 1998℄.
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2 Stand der Fors
hung

2.2.1 Allgemeines Vorgehen

Zur Darstellung der Vorgehensweise der Finite-Elemente-Methode wird vereinfa
hend von einem

linearen System ausgegangen.

Die allgemeine Vorgehensweise gliedert si
h in folgende S
hritte:

S
hritt 1: Diskretisierung des Systems: Das System wird geometris
h in kleine Elemente

analog zu den zu w

�

ahlenden Ansatz- und Formfunktionen und der me
hanis
hen Theorie

zerlegt. Hierbei wird die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems von unendli
h auf eine

endli
he Anzahl reduziert [Zienkiewi
z 1975℄. Geometrie und Material

�

uberg

�

ange sind bei

der Diskretisierung zu bea
hten. Unter Umst

�

anden ist eine N

�

aherung der Geometrie, wie

z.B. bei Kreisb

�

ogen, notwendig.

S
hritt 2: Ermittlung der Elementmatrizen: Die Ansatzfunktionen f

�

ur jedes Element zur

Interpolation der Systemgr

�

o�en und der Geometrie werden unter Ber

�

u
ksi
htigung der

Stetigkeitsanforderungen der Variationsaufgabe ausgew

�

ahlt. Mit Hilfe des Extremalprin-

zips wird die gew

�

ahlte Ansatzfunktion in das Funktional eingesetzt. Hierdur
h entsteht

eine Funktion, die aus Gebiets- und Randintegralen besteht. Ein Teil der Gebietsintegrale

ergibt die Elementstei�gkeitsmatrix, w

�

ahrend die restli
hen Integrale die Randbedingun-

gen bes
hreiben. Als Beispiel f

�

ur eine sol
he Funktion ist hier die Funktion einer S
heibe

[Girkmann 1954℄ dargestellt:

ÆE =

Z

A

Z

Æv̂

�

(��q

�

�E

��
Æ

v


jÆ�

) dA

| {z }

Elementmatrix

�

Z

�

v

Æv̂

�

(n

��

� n̂

��

)n

�

d�

v

| {z }

statis
heRandbedingung

�

Z

�

�

Æv̂

�

(n

��

� n̂

��

)n

�

d�

�

| {z }

geometris
heRandbedingung

= 0 (2.1)

Eine symbolis
he L

�

osung der Integration ist nur in einfa
hen F

�

allen m

�

ogli
h, in s
hwierige-

ren F

�

allen ist daher eine numeris
he Integration z.B. na
h Gau� [Bathe 1990℄ notwendig.

S
hritt 3: Zusammenbau des Gesamtsystems: Die vorher bere
hneten Elementmatrizen

werden zu einer Gesamtmatrix f

�

ur das gesamte System unter Ber

�

u
ksi
htigung der Koppel-

und

�

Ubergangsbedingungen zwis
hen den einzelnen Elementen superponiert. Die Gesamt-

matrix ist zu diesem Zeitpunkt singul

�

ar.
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2.2 Finite-Elemente-Methode

S
hritt 4: Einarbeitung von Rand- und

�

Ubergangsbedingungen: Na
hdem die Gesamt-

matrix K aufgestellt wurde, wird im n

�

a
hsten S
hritt das Glei
hungssystem der Form

Æv

T

K � v = F Æv

T

(2.2)

zusammengebaut. v ist hierbei der Unbekanntenvektor und F der Re
hteseitevektor mit

den Belastungen des Systems. Die aus den oben bes
hriebenen Anteilen der Integrale der

Randbedingungen bere
hneten Vektoren werden in den Vektor F eingebaut. Freiheitsgrade

mit vorgegebenen Werten, wie z.B. vorgegebene Vers
hiebungen bei Aufgabenstellungen

aus dem Berei
h der Strukturme
hanik oder vorgegebene Wasserh

�

ohen bei Problemstel-

lungen aus dem Berei
h der Str

�

omungsme
hanik, und Belastungen des Systems sind analog

zur Diskretisierung entspre
hend den gew

�

ahlten Ansatzfunktionen in den Vektor v einzu-

bauen. Zeilen und Spalten, bei denen der zugeh

�

orige Wert des Vektors v Null ist, werden

gestri
hen. Das Glei
hungssystem ist nun l

�

osbar.

S
hritt 5: L

�

osung des Glei
hungssystems: Zur L

�

osung des Glei
hungssystems stehen eine

Reihe von Algorithmen zur Verf

�

ugung. Bei der Auswahl des Glei
hungsl

�

osers sind die Ei-

gens
haften des Glei
hungssystems zu ber

�

u
ksi
htigen. Bei linearen Glei
hungssystemen

k

�

onnen direkte L

�

oser, wie z.B. der Gau�-Algorithmus oder der Cholesky-Algorithmus,

Iterative L

�

oser, wie z.B. Ja
obi-Verfahren oder Gau�-Seidel-Verfahren, oder Semi-

Iterative Verfahren, wie das Gradientenverfahren, verwendet werden [Bronstein 1997℄.

Bei ni
htlinearen Glei
hungssystemen stehen z.B. das Newtons
he Verfahren, das

ni
htlineare Gau�-Seidel-Verfahren oder das ni
htlineare CG-Verfahren zur Verf

�

ugung

[T

�

ornig und Spellu

i 1988℄.

S
hritt 6: Elementweise Bere
hnung der Unbekannten: Na
hdem der prim

�

are Unbekann-

tenvektor v bestimmt wurde, werden hieraus die sekund

�

aren Gr

�

o�en innerhalb der Elemen-

te, wie z.B. S
hnittgr

�

o�en bei Aufgabenstellungen aus dem Berei
h der Strukturme
hanik

oder Dur
h


�

usse bei Problemstellungen aus dem Berei
h der Str

�

omungsme
hanik, sowie

die no
h fehlenden Werte der re
hten Seite F bere
hnet.

2.2.2 Bedingungen f

�

ur die Netzgenerierung

F

�

ur die Netzgenerierung ergeben si
h aus der Methode der Finiten Elemente eine Reihe von

Bedingungen. Zum einen wird die Form der Elemente und die Anzahl der Knoten je Element

vorgegeben. Des weiteren bestimmt die Finite-Elemente-Bere
hnung die Gr

�

o�e der Elemente

bzw. Stellen mit notwendigen Verfeinerungen des Netzes.
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2 Stand der Fors
hung

2.2.2.1 Elemente

Bei der Verwendung der Methode der Finiten Elemente ist, wie oben bes
hrieben, eine Diskreti-

sierung der Geometrie notwendig. Diese Diskretisierung ges
hieht dur
h eine Zerlegung in kleine,

der me
hanis
hen Theorie gen

�

ugenden Elemente.

In Abs
hnitt 2.2.1 wurden die zu l

�

osenden Fl

�

a
hen- und Randintegrale bes
hrieben. Die-

se Integrale werden elementweise gel

�

ost. Hierf

�

ur ist eine Interpolationsfunktion innerhalb der

Elemente notwendig. Als Interpolationsfunktionen werden h

�

au�g Polynome verwendet.

Das Pas
als
he Polynoms
hema ist ein einfa
hes Hilfsmittel zur Auswahl der notwendigen

Polynomterme.

1 � �

2

�

3

� � �

� �� ��

2

��

3

�

2

�

2

� �

2

�

2

�

2

�

3

�

3

�

3

� �

3

�

2

�

3

�

3

.

.

.

.

.

.

(2.3)

F

�

ur eindimensionale Elemente werden nur Terme mit einer Unbekannten verwendet. Dies

kann dur
h die Auswahl der ersten Spalte oder Zeile des Polynoms
hemas ges
hehen. Bei zwei-

dimensionalen Elementen sind zur Interpolation zwei Unbekannte notwendig. F

�

ur re
hte
kige

Elemente ist die Auswahl eines re
hte
kigen Abs
hnitts, f

�

ur dreie
kige Elemente die Auswahl

eines dreie
kigen Abs
hnitts des Polynoms
hemas notwendig. Untere Polynomglieder d

�

urfen

hierbei ni
ht weggelassen werden.

Als Beispiel ist hier das Polynom f

�

ur ein Dreie
kelemente mit se
hs Knoten angegeben. Zur

Bes
hreibung des Elementes sind se
hs Polynomterme notwendig, weshalb die quadratis
hen

Anteile mitgenommen werden m

�

ussen:

x

i

= a

i

1

+ a

i

2

� + a

i

3

� + a

i

4

�

2

+ a

i

5

�� + a

i

6

�

2

Die Auswahl der verwendeten Polynomterme h

�

angt von vers
hiedenen Anforderungen ab

[Mei�ner und Menzel 1989℄:

Anforderung 1: Im Inneren der Elemente m

�

ussen die Ansatzfunktionen stetig sein.

Anforderung 2: Bena
hbarte Elemente m

�

ussen auf der Kante die glei
hen Ans

�

atze und glei
h

viele Knoten besitzen, d.h. sie m

�

ussen kompatibel sein.

Anforderung 3: Das me
hanis
he Problem muss dur
h den Ansatz ri
htig abgebildet werden

k

�

onnen. Dies bedeutet, dass z.B. Starrk

�

orpervers
hiebungen bei der Deformationsmethode

m

�

ogli
h sein m

�

ussen.

Anforderung 4: Die Geometrie des zu approximierenden K

�

orpers soll m

�

ogli
hst gut abgebildet

werden k

�

onnen.
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2.2 Finite-Elemente-Methode

Anforderung 5: Niedrige Polynomglieder d

�

urfen ni
ht weggelassen werden, d.h. die Ansatzfunk-

tion muss vollst

�

andig sein.

Anforderung 6: Die Ansatzfunktionen m

�

ussen in der Regel ableitbar sein. Je na
h Problem-

stellung m

�

ussen mehrere Ableitungen der Ans

�

atze gebildet werden k

�

onnen. Die h

�

o
hste

notwendig zu bildende Ableitung darf konstant sein.

Anforderung 7: Die aus den Ansatzfunktionen bere
hneten Formfunktionen m

�

ussen linear un-

abh

�

angig voneinander sein.

Anforderung 8: Die Ansatzfunktion muss invariant gegen

�

uber Drehung des Koordinatensystems

sein.

Die Diskretisierung selbst erzeugt dur
h die verwendeten Ansatzfunktionen einen Fehler. Der

Approximationsfehler ergibt si
h entspre
hend der Taylorreihe aus den abges
hnittenen Gliedern

des Terms. F

�

ur ein eindimensionales Element sieht das Polynom folgenderma�en aus:

x

i

= a

i

1

+ a

i

2

� + a

i

3

�

2

+ a

i

4

�

3

| {z }

Ansatzfunktion

.

.

. +a

i

5

�

4

+ a

i

6

�

5

+ � � �

| {z }

Fehler

(2.4)

Bei der Auswahl von nur vier Polynomgliedern (kubis
her Ansatz) w

�

urde das Polynom an der

gestri
helten Linie abges
hnitten. Den Approximationsfehler erh

�

alt man aus dem abges
hnitte-

nen Teil des Polynoms und ist in diesem Fall vom Grad �

4

.

2.2.2.2 Randbedingungen

Mit den bisher bes
hriebenen M

�

ogli
hkeiten l

�

asst si
h die innere Funktionsweise eines Systems

bes
hreiben. Die innere Funktionsweise ist immer eine Systemantwort auf die von au�en einge-

bra
hten Bedingungen, au
h Randbedingungen genannt. Randbedingungen sind an das System

von au�en aufgebra
hte Zustandsgr

�

o�en.

Bei der Diskretisierung von Systemen f

�

ur die Finite-Elemente-Bere
hnung sind die Rand-

bedingungen des Systems mit den Elementen und Knoten des resultierenden Netzes, wie in

Abs
hnitt 2.2.1 bes
hrieben, zu verbinden. Prinzipiell unters
heidet man zwis
hen den wesent-

li
hen und den nat

�

urli
hen Randbedingungen.

Wesentli
he und nat

�

urli
he Randbedingungen lassen si
h jeweils no
h einmal in homogene

und inhomogene Randbedingungen unterteilen. Homogen bedeutet in diesem Fall, dass der Wert

der RandbedingungNull ist, w

�

ahrend derWert bei inhomogenen Randbedingungen unglei
h Null

ist.

Wesentli
he Randbedingungen werden in der Literatur [S
hwarz 1991℄ au
h als Diri
hlet-

s
he Randbedingungen bezei
hnet. Aufgrund der f

�

ur diese Arbeit verwendeten Anwendungsbei-

spiele werden hier die Randbedingungen der Deformationsmethode bes
hrieben. Bei der Anwen-

13
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geometrische Randbedingung

statische Randbedingung

Abbildung 2.7: Randbedingungen am Beispiel Balken

dung der Deformationsmethode sind die wesentli
he Randbedingungen geometris
he Randbe-

dingungen.

Geometris
he Randbedingungen sind de�niert als vorgegebene Deformationen an bestimm-

ten Stellen des Systems. Beispiele hierf

�

ur sind Au
agerreaktionen, wie Lager, Einspannungen

oder vorgegebene Lagerabsenkungen (siehe Abbildung 2.7), die als vorgegebene v

i

= x in der

Glei
hung 2.2 zu sehen sind.

In das Glei
hungssystem lassen si
h homogene wesentli
he Randbedingungen (v

i

= 0) lei
ht

einbauen. Hierf

�

ur wird normalerweise die Zeile und Spalte des entspre
henden Freiheitsgrades

der Matrix und der re
hten Seite gestri
hen. Inhomogene wesentli
he Randbedingungen sind

s
hwieriger in das Glei
hungssystem einzubauen. Ein vorgegebener Wert f

�

ur den L

�

osungsvektor,

wie z.B. eine vorgegebene St

�

utzenabsenkung, m

�

ussen dur
h Umformen des Glei
hungssystems

auf die re
hte Seite gebra
ht werden.

F

�

ur die Netzgenerierung bedeuten diese Randbedingungen, dass an den Stellen der beabsi
h-

tigten Lagerung Knoten des Elementnetzes vorhanden sein m

�

ussen. In einem Na
hlauf na
h der

Netzgenerierung ist eine Zuordnung der vorgegebenen Deformationen zu den Freiheitsgraden

notwendig.

Nat

�

urli
he Randbedingungen werden h

�

au�g au
h Cau
hy Randbedingungen genannt. Der

homogene Fall der Cau
hy Randbedingung wird als Neumanns
he Randbedingung bezei
hnet.

Bei der Verwendung der Deformationsmethode sind die nat

�

urli
hen Randbedingungen die sta-

tis
hen Randbedingungen.

Statis
he Randbedingungen sind vorgegebene re
hte Seiten (F

i

= x) in der Glei
hung 2.2.

Knoten ohne Belastung und Lagerung lassen si
h als Knoten mit statis
her homogener Rand-

bedingung bes
hreiben. Hierbei ist F

i

= 0.

Die Ber

�

u
ksi
htigung der nat

�

urli
hen Randbedingungen sind in Bezug auf die Netzgenerie-

rung komplizierter. An Stellen mit punktf

�

ormigen nat

�

urli
hen Randbedingungen sind Knoten

in das Netz einzuf

�

ugen und eine Verbindung zu den Randbedingungen herzustellen.
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2.2 Finite-Elemente-Methode

Bei linienf

�

ormigen Belastungen ist z.B. bei S
heibenproblemen der 2. Term der Glei
hung

2.1 auszuwerten. Die L

�

osung des Integrals

R

�

v

Æv̂

�

(n

��

� n̂

��

)n

�

d�

v

ist hierf

�

ur notwendig. Das

Ergebnis wird auf die Knoten verteilt. Hierf

�

ur ist zur Integration die Formfunktion bez

�

ugli
h des

Randes der betro�enen Elemente zu ber

�

u
ksi
htigen. Die Formfunktion bez

�

ugli
h des Randes

ist immer eine Dimension geringer als die des Elementes. So ist z.B. f

�

ur eine Linienlast bei der

Verwendung von Viere
kelementen mit quadratis
hem Ansatz eine eindimensionale quadratis
he

Formfunktion zu w

�

ahlen.

2.2.2.3 Adaptivit

�

at

Unter Adaptivit

�

at in Bezug auf die Finite-Elemente-Methode versteht man ein Anpassen der

Diskretisierung an die Qualit

�

at der L

�

osung. Die Qualit

�

at einer Finite-Elemente-Simulation h

�

angt

von der verwendeten Diskretisierung ab. Mit Hilfe von Fehlerindikatoren und Fehlerestimatoren

kann die G

�

ute der Simulation abges
h

�

atzt werden.

Fehlerestimatoren wurden zur Abs
h

�

atzung der Qualit

�

at im gesamten Bere
hnungsgebiet

entwi
kelt. F

�

ur die Verfeinerung und Optimierung von Finite-Elemente-Netzen ist der lokale

Fehler von Interesse. Dieser wird von Fehlerindikatoren angezeigt.

Fehlerindikatoren: Zur Bere
hnung des Fehlers einer N

�

aherungsl

�

osung ist der Verglei
h mit

der exakten L

�

osung notwendig. Fehlerindikatoren gehen den Weg, aus der Bere
hnung eine

verbesserte L

�

osung zu ermitteln und damit die N

�

aherungsl

�

osung zu verglei
hen.

Zienkiewi
z/Zhu-Fehlerindikator: Bei dem Fehlerindikator na
h Zienkiewi
z/Zhu-

Fehlerindikator [Zienkiewi
z und Zhu 1991℄ wird eine Interpolation der S
hnittgr

�

o�en

�

uber die

Elemente in einem Knoten vorgenommen.

Zustandsgröße

x

FE-Lösung
exakte Lösung

interpolierte Lösung

Abbildung 2.8: Interpolation einer Zustandsgr

�

o�e na
h Zienkiewi
z/Zhu

Die Interpolation einer Zustandsgr

�

o�e mit linearer Ansatzfunktion f

�

ur den eindimensionalen

Fall ist in Abbildung 2.8 dargestellt. Eine Verbesserung der interpolierten L

�

osung gegen

�

uber der
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Finite-Elemente-L

�

osung ist klar zu erkennen. Der Fehlerindikator an einem Knoten ergibt si
h

dann aus der Di�erenz der interpolierten L

�

osung und der Finite-Elemente-L

�

osung.

Mei�ner-Wibbeler-Fehlerindikator: Der Mei�ner-Wibbeler-Fehlerindikator

[Mei�ner und Wibbeler 1990℄ bere
hnet aus den Spr

�

ungen der Finite-Elemente-N

�

aherung

fehlerhafte Rand- und

�

Ubergangsbedingungen, die als Fehlerlasten interpretiert werden k

�

onnen.

Aus einer pat
hweisen Betra
htung wird die verbesserte L

�

osung zum Verglei
h mit der Finite-

Elemente-Approximation gewonnen. Das Modell wird pat
hweise verfeinert und so erh

�

alt man

einen lokal verbesserten Verlauf der L

�

osung.

Ein Elementpat
h besteht aus allen Elementen, zu denen der zu betra
htende Knoten, f

�

ur

den der Fehlerindikator bere
hnet werden soll, geh

�

ort. F

�

ur diese Elemente wird dann eine Ver-

feinerung na
h der h{Version oder p{Version entspre
hend Abs
hnitt 2.2.2.4 vorgenommen. Bei

der verfeinerten Bere
hnung werden die Fehlerlasten mit angesetzt.

Babushka-Fehlerindikator: Der Babushka-Fehlerindikator bere
hnet das Fehlerma� aus

den Spr

�

ungen der Zustandsgr

�

o�en an den Elementkanten. Die Residuen der einzelnen Zustands-

gr

�

o�en werden analog zur ersten Variation des Gesamtpotentials unter Ber

�

u
ksi
htigung der

Fehlerlasten entlang der Elementkante au�ntegriert und gewi
htet und so zu dem Fehlerindika-

tor zusammengefasst.

2.2.2.4 Adaptive Strategien

Die Fehlerindikatoren geben Auskunft

�

uber die Qualit

�

at der Finite-Elemente-Simulation an be-

stimmten Stellen des Systems. Zur Minimierung des Fehlers sind adaptive Strategien zur Ver-

besserung des Netzes notwendig. Zum einen ist es m

�

ogli
h das Netz neu zu generieren, zum

anderen kann eine Verbesserung der bestehenden Diskretisierung dur
hgef

�

uhrt werden.

Neugenerierung: Die Diskretisierung wird komplett verworfen. Aus der erhaltenen Fehler-

verteilung werden Annahmen f

�

ur die Elementgr

�

o�enverteilung f

�

ur das neu zu erstellende Netz

getro�en. Das Netz wird anhand dieser Annahmen, wie in Abbildung 2.9 dargestellt, neu gene-

riert. Dur
h Interpolation ist eine Zuordnung der im ersten S
hritt bere
hneten Zustandsgr

�

o�en

des Systems zu dem neuen Netz m

�

ogli
h. Hierdur
h l

�

asst si
h der Re
henaufwand z.B. bei der

Glei
hungsl

�

osung mit iterativen L

�

osern bei der Finte-Elemente-Bere
hnung minimieren. Eine

Reduzierung der Anzahl der Elemente an Stellen mit kleinem, fast vers
hwindenden Fehler wird

automatis
h dur
hgef

�

uhrt.

h{Version: Die h{Version ist eine Methode zur Anpassung eines bestehenden Netzes an die

ermittelte Fehlerverteilung. Hierbei werden entspre
hend der Verteilungsfunktion, die aus der

Fehlerverteilung resultiert, in das Netz an Stellen mit gro�em Fehler feinere Elemente eingef

�

ugt.

Hierdur
h erh

�

oht si
h die Anzahl der Elemente. An den

�

Uberg

�

angen zwis
hen Regionen mit

16



2.2 Finite-Elemente-Methode

=>

Abbildung 2.9: Neugenerierung des Netzes unter Bea
htung der Fehlerverteilung

kleineren und gr

�

o�eren Elementen sind

�

Ubergangselemente mit einer von der

�

ubli
hen Anzahl

abwei
henden Anzahl von Knoten je na
h Vorgehensweise notwendig. An Stellen mit geringem

Fehler wird standardm

�

a�ig keine Ver

�

anderung vorgenommen. Um hier Vergr

�

oberungen des Net-

zes zu bekommen ist eine komplizierte und zeitaufwendige Prozedur notwendig.

a) b) c)

Abbildung 2.10: h{Version, a) Ausgangsnetz, b) mit

�

Ubergangselementen, 
) mit regul

�

aren Ele-

menten

p{Version: Die p{Version erm

�

ogli
ht eine Verringerung des Fehlers in der Finite-Elemente-

Bere
hnung ohne

�

Anderung der Lage der Elemente. Der Polynomgrad der Ansatzfunktionen

der betro�enen Elemente wird erh

�

oht. Hierdur
h entstehen neue Knoten und die Anzahl der

Freiheitsgrade steigt. Eine neue Netzgenerierung ist hierf

�

ur ni
ht notwendig. Der numeris
he

Aufwand innerhalb der Finite-Elemente-Analyse steigt daf

�

ur st

�

arker an als bei den anderen

Methoden.

=>

Abbildung 2.11: p{Version

17
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r{Version: Die Vers
hiebung der Knoten ist Grundgedanke der r{Version. F

�

ur diese Vers
hie-

bung ist ebenfalls die Fehlerverteilung notwendig. Die Knoten werden entlang des Gradienten

der Fehlerverteilung zu Stellen mit s
hle
hterem Fehler vers
hoben. Dieses Vorgehen ist bei

komplizierten Geometrien re
ht aufwendig. Ein maximaler Gesamtfehler ist dur
h die Anzahl

der Freiheitsgrade des Systems vorgegeben. Da keine weiteren Freiheitsgrade in das System

eingef

�

uhrt werden, kann bei dieser Art der Optimierung nur der Fehler auf ein gewisses Ma�

reduziert werden. Dur
h die konstante Anzahl an Freiheitsgraden erh

�

oht si
h der Aufwand der

Finite-Elemente-Bere
hnung im Gegensatz zu den anderen Versionen ni
ht.

=>

Abbildung 2.12: r{Version

2.3 Gebietszerlegungsverfahren

Die im Abs
hnitt 2.2 bes
hriebene Methode der Finiten Elemente hat si
h in den letzten Jahren

zur numeris
hen Simulation von Ingenieurproblemstellungen als geeignet erwiesen. Bei der Ver-

wendung der im Abs
hnitt 2.6 bes
hriebenen Parallelre
hner existieren zwei Vorgehensweisen

zur Parallelisierung, die beide auf einer Gebietszerlegung basieren:

Implizite Partitionierung: Bei der impliziten Partitionierung wird das komplette Glei-


hungssystem der Form K � v = F aufgestellt und dann, wie in Abbildung 2.13 dargestellt,

auf die Prozessoren verteilt und parallel gel

�

ost. Hierf

�

ur ist ein hoher Kommunikationsaufwand

notwendig. Das Aufstellen des Glei
hungssystems wird meist sequentiell dur
hgef

�

uhrt.

=.
=.

=.

=.

=.

Abbildung 2.13: Implizite Partitionierung
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2.3 Gebietszerlegungsverfahren

Explizite Partitionierung: Bei der expliziten Partitionierung wird das Netz, wie in Ab-

bildung 2.14 demonstriert wird, zerteilt. Jeder Prozessor erh

�

alt ein Teilnetz, f

�

ur das er das

Glei
hungssystem aufstellt.

Koppelung der Knoten

Prozessor 4

Prozessor 3Prozessor 1

Prozessor 2

Kc14

Kc41

Kc41

Kc31

Kc31

Kcc Kcc

K

K

K

K

KK

K

K K K

K

K

K

KK11 c12

c12 c21

c13

22c21

c13 Kcc c42

33

cc c34 c43

K44c42

Kc24

cc

K

K

K

Kc24

c14

c34

c43

Kcc

KccKcc

2

c1

3

4

cc

cc

cc

v

v

v

v2

c1

3

4

vcc

vcc

vcc

f

f

f

f

f

f

f

=.

Abbildung 2.14: Substruktur-Te
hnik

Ein Verfahren, wel
hes hierf

�

ur gut geeignet ist, ist die Substruktur-Te
hnik. Diese wurde ent-

wi
kelt, um Problemstellungen, die zu gro� f

�

ur den Hauptspei
her waren, mit Hilfe der Finiten

Elemente in mehreren S
hritten zu l

�

osen. Bei der Finite-Elemente-Bere
hnung auf einem Paral-

lelre
hner bere
hnet jeder Prozessor entspre
hend der Substrukturte
hnik das Glei
hungssystem

f

�

ur die ihm zugewiesenen Elemente. Knoten entlang der Teilungsgrenzen bezei
hnet man als Kop-
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pelknoten und sind auf jedem Prozessor vorhanden, der ein Element mit einem Koppelknoten

besitzt.

Folgende S
hritte sind bei der parallelen Bere
hnung erforderli
h:

S
hritt 1: Aufstellen und L

�

osen des Glei
hungssystems mit Diri
hlets
her Randbedingung an

den Koppelknoten

S
hritt 2: Aufstellen des Koppelknotensystems

S
hritt 3: Bere
hnen des Koppelknotensystems

S
hritt 4: Bere
hnung im Inneren der Teilgebiete unter Ber

�

u
ksi
htigung der L

�

osung f

�

ur die

Koppelknoten

2.4 Partitionierungsalgorithmen

F

�

ur eine parallele Finite-Elemente-Bere
hnung ist eine Aufbereitung der Eingabedaten in Form

einer Gebietszerlegung notwendig. Die Aufbereitung der Daten beinhaltet eine Zuordnung der

Elemente, Knoten und der zugeh

�

orenden Randbedingungen zu den Prozessoren. Der S
hritt der

Aufbereitung kann entweder separat dur
h ein Programm, dur
h einen Na
hlauf der Netzgene-

rierung oder als Vorlauf vor der Finite-Elemente-Analyse ges
hehen.

Die Gebietszerlegung ordnet die einzelnen Elemente den Prozessoren zu und beein
usst somit

deren Re
henlast. Der geometris
he Zusammenhang der Teilgebiete wirkt si
h auf die L

�

ange der

Kommunikationsr

�

ander aus, was einen direkten Ein
uss auf die notwendige Kommunikations-

menge w

�

ahrend der Finite-Elemente-Bere
hnung hat. Die Partitionierungsalgorithmen benutz-

ten entweder graphenbasierte, algebrais
he oder geometris
he Ans

�

atze.

2.4.1 Geometris
he Algorithmen

Geometris
he Algorithmen teilen ein Netz na
h geometris
hen Gesi
htspunkten auf. Innerhalb

des Netzes wird ein Punkt festgelegt, dur
h den eine S
hnittlinie gelegt wird, entlang der dann

das Netz bzw. Teilnetz in zwei Teile geteilt wird. Dieser S
hritt wir rekursiv wiederholt, bis die

Anzahl der gew

�

uns
hten Teilgebiete errei
ht ist.

2.4.1.1 Koordinaten-Bisektion

Die rekursive Koordinaten-Bisektion (siehe [Bokhari 1981℄ und [Chriso
hoides u. a. 1994b℄) teilt

ein Finite-Elemente-Netz rekursiv entlang einer gew

�

ahlten Koordinatena
hse des bes
hreibenden

Koordinatensystems. Die Knoten des Netzes werden in Gruppen mit glei
her Anzahl im Abstand

zur Koordinatena
hse geordnet. Hieraus ergibt si
h die Teilung des Netzes.

Aufgrund des geringen Aufwands von log

2

n Operationen bei n Knoten ist die Methode

sehr s
hnell. Der Algorithmus garantiert eine Lastbalan
e. Die Koppelknotenr

�

ander haben oft

20



2.4 Partitionierungsalgorithmen

b)a) c)

Abbildung 2.15: Koordinaten-Bisektion: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, 
) a
ht Teilge-

biete

eine ung

�

unstige, ni
ht optimale L

�

ange und es kann im Extremfall zu ni
ht zusammenh

�

angen-

den Gebieten kommen (siehe Abbildung 2.15). Hierdur
h ergibt si
h bei der Finite-Elemente-

Bere
hnung ein unn

�

otig hoher Kommunikationsaufwand [L

�

ammer 1997℄.

2.4.1.2 Haupta
hsenmethode

Die Haupta
hsenmethode (siehe [Farhat und Lesoinne 1993℄, [Nour-Omid u. a. 1987℄,

[Belkhale und Prithviraj 1990℄, [Simon 1991℄, [Chriso
hoides u. a. 1994a℄) teilt das Gebiet

entlang der Haupta
hse, die das gr

�

o�ere Fl

�

a
hentr

�

agheitsmoment aufweist. Die A
hsen k

�

onnen

aus den Eigenvektoren I

1

, I

2

und I

3

der Matrix

I =

2

6

6

4

I

xx

I

xy

I

xz

I

yx

I

yy

I

yz

I

zx

I

zy

I

zz

3

7

7

5

(2.5)

bestimmt werden. Die Matrixelemente lassen si
h mit Hilfe des Gau�s
hen Integralsatzes be-

re
hnen. Eine Koordinatentransformation in den S
hwerpunkt ist notwendig.

S
hwerpunktskoordinaten:

x

s

=

R

xdA

R

dA

(2.6)

y

s

=

R

ydA

R

dA

(2.7)

Die Tr

�

agheitsmomente bere
hnen si
h dann wie folgt:

I

xx

=

Z

y

2

dA (2.8)

I

yy

=

Z

x

2

dA (2.9)

I

xy

=

Z

x � ydA (2.10)
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a) b) c)

Abbildung 2.16: Haupta
hsen Bisektion: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, 
) a
ht Teilge-

biete

Der numeris
he Aufwand der Partitionierung ist wegen der Bere
hnung der Integrale we-

sentli
h h

�

oher als bei der Koordinaten-Bisektion. Dieser h

�

ohere Aufwand re
htfertigt si
h dur
h

die wesentli
h g

�

unstigeren Formen der Teilgebiete, die eine geringere L

�

ange der Au�enkante

besitzen und daher weniger Kommunikationsaufwand w

�

ahrend der na
hfolgenden Bere
hnung

bewirken [L

�

ammer 1997℄(siehe Abbildung 2.16). Eine Verbesserung der Partitionierung ist mit

der Kernighan-Lin-Heuristik [Kernighan und Lin 1970℄ und dem Algorithmus der Hilfrei
hen

Mengen [Diekmann u. a. 1994℄ m

�

ogli
h.

2.4.2 Graphenbasierte Algorithmen

Der wi
htigste Vertreter der graphenbasierten Algorithmen ist der Greedy-Algorithmus. Der

Algorithmus wird in [Farhat 1988℄ und [Al-Nasra und Nguyen 1991℄ n

�

aher bes
hrieben.

b)a) c)

Abbildung 2.17: Greedy-Algorithmus: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, 
) a
ht Teilgebiete

Der Algorithmus teilt ein Gebiet im Gegensatz zu den rekursiven Algorithmen in beliebig

viele Teilgebiete. Der Algorithmus l

�

asst si
h wegen der graphenbasierten Vorgehensweise f

�

ur
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2.4 Partitionierungsalgorithmen

eindimensionale, zweidimensionale und dreidimensionale Gebiete anwenden. Dur
h seinen in-

ternen Aufbau und dur
h Abbru
hkriterien bei der Generierung der Teilgebiete garantiert er

Teilgebiete mit glei
her Anzahl von Elementen.

Der Algorithmus weist zu Beginn jedem Knoten des Netzes eine Wi
htung zu, die der Anzahl

der an ihn grenzenden Elemente entspri
ht. Dana
h werden na
heinander f

�

ur jedes Teilgebiet

folgende S
hritte ausgef

�

uhrt:

S
hritt 1: Der Knoten mit der geringsten Wi
htung wird ermittelt.

S
hritt 2: Alle ni
ht vergebenen Elemente, die den Knoten referenzieren, werden dem Teilgebiet

zugeordnet.

S
hritt 3: Entlang der tempor

�

aren Gebietsgrenze werden alle Elemente, die no
h ni
ht an ein

anderes Teilgebiet vergeben wurden, dem Teilgebiet zugeordnet.

S
hritt 4: Die Wi
htungen der Knoten der vergebenen Elemente werden reduziert.

S
hritt 5: Die S
hritte

"

Zuordnen der Elemente\ und

"

Reduzierung der Wi
htung\ werden so-

lange wiederholt, bis die Anzahl der zugewiesenen Elemente der Anzahl der Elemente

dividiert dur
h die Anzahl der Teilgebiete entspri
ht.

F

�

ur die Zuweisung der Elemente zu den Teilgebieten ben

�

otigt man eine Datenstruktur, die

in den meisten Finiten-Elemente-Programmen ni
ht vorliegt. Jeder Knoten muss Zeiger auf

die auf ihn referenzierenden Elemente haben und jedes Element sollte ohne Aufwand seine

Na
hbarelemente �nden.

F

�

ur die ersten Teilgebiete wird eine Optimierung der Gebietsform und der Kantenl

�

angen

errei
ht. Diese haben normalerweise eine etwa quadratis
he Form und somit eine minimale An-

zahl von Koppelknoten. Hierdur
h wird eine Minimierung der Kommunikation dieser Teilgebiete

errei
ht. Die zuletzt entstehenden Teilgebiete k

�

onnen aus mehreren Teilen bestehen, wie es in

Abbildung 2.17 
) mit dem s
hwarzen Teilgebiet demonstriert wird. Dieses Teilgebiet besteht

aus mehreren Teilen und hat daher eine unn

�

otig hohe Anzahl von Koppelknoten. Das Verh

�

alt-

nis zwis
hen inneren Knoten und Koppelknoten ist ung

�

unstig. Die Kommunikation mit relativ

vielen anderen Prozessoren ist notwendig [Burghardt 1995℄, [L

�

ammer 1997℄.

2.4.3 Algebrais
he Algorithmen

Einer der wi
htigsten Vertreter der algebrais
hen Algorithmen ist die Spektral-Bisektion, die

au
h Eigenwert-Bisektion [Pothen u. a. 1990℄, [Barnes und Ho�mann 1982℄, [Powers 1988℄ oder

Simon's Methode [Khan und Topping 1996℄ genannt wird. Zwis
hen der Spektral-Bisektion und

der Finite-Elemente-Bere
hnung besteht ein direkter me
hanis
her Zusammenhang. Zur Parti-

tionierung wird die Lapla
e-Matrix (siehe Abbildung 2.18) aufgestellt. Diese quadratis
he Matrix

hat f

�

ur jedes Element eine Zeile und Spalte. Auf der Hauptdiagonalen steht die Anzahl der an
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ein Element angrenzende Elemente. F

�

ur Elemente, die miteinander verbunden sind, steht auf

den beiden zugeh

�

origen Nebendiagonalenelementen eine �1. Die restli
hen Matrixeintr

�

age sind

0.

1
1

3

1

3

3

3
1

-1

-1
-1

-1
-1

-1

-1
-1 -1

-1 -1
-1

-1 -1

-1

-1

b)a)
65

43

87

1 2

Abbildung 2.18: Spektral-Bisektion: a) Elemente-Netz, b) Lapla
e-Matrix

Dur
h Bere
hnung des zweiten Eigenvektors dieser Matrix erh

�

alt man die Partitionierung

der Elemente in zwei Teilgebiete. Der zweite Eigenvektor wird au
h Fiedlervektor genannt

[Fiedler 1973℄, [Fiedler 1975℄.

a) b) c)

Abbildung 2.19: Spektral-Bisektion: a) zwei Teilgebiete, b) vier Teilgebiete, 
) a
ht Teilgebiete

[Simon 1991℄ zeigt an Beispielen, dass dieses Verfahren das s
hnellste Verfahren der Klasse

der Bisektionsverfahren ist. Die Qualit

�

at der Aufteilung ist gut (siehe Abbildung 2.19), wobei

die Anzahl der Koppelknoten relativ gering ist [L

�

ammer 1997℄.

2.5 Parallele Netzgenerierung

Zur Parallelisierung der Netzgenerierung existiert ein Standardansatz, der unter anderem in

[Rypl und Bittnar 1997℄, [Khan und Topping 1996℄ und [Wilson und Topping 1996℄ bes
hrieben

wird. Dieser Ansatz ist f

�

ur Dreie
kelemente, Viere
kelemente und Tetraederelemente anwendbar.

Netzgeneratoren f

�

ur Hexaederelemente lassen si
h mit dem bes
hriebenen Ansatz ni
ht paralle-

lisieren, da Knoten und Kanten auf den Teilgebietsgrenzen vorgegeben werden m

�

ussen und zur
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Zeit no
h kein Algorithmus vorliegt, der diese Eigens
haft erf

�

ullt. Zur Generierung der Netze

sind die folgenden S
hritte notwendig:

S
hritt 1: Ein grobes Hintergrundnetz wird unter Zuhilfenahme des gew

�

ahlten Algorithmus er-

zeugt. Dieses Hintergrundnetz muss alle geometris
hen Bedingungen, die das endg

�

ultige

Netz ber

�

u
ksi
htigen soll, erf

�

ullen. Des weiteren sollten alle Elemente des tempor

�

ar vor-

liegenden Netzes eine

�

ahnli
he Gr

�

o�e aufweisen. Ein Beispiel f

�

ur ein Ausgangsnetz ist in

Abbildung 2.20 a) dargestellt.

S
hritt 2: Das Ausgangsnetz wird im n

�

a
hsten S
hritt in n Teilgebiete zerteilt. Hierf

�

ur werden

Algorithmen, wie in Abs
hnitt 2.3 bes
hriebenen, verwendet. n ist hierbei Anzahl der zur

Verf

�

ugung stehenden Prozessoren. (siehe Abbildung 2.20 b))

S
hritt 3: Die Teilnetze werden parallel auf den Prozessoren verfeinert. Hierbei ist an den Kop-

pelkanten die Kompatibilit

�

at der Teilnetze zu ber

�

u
ksi
htigen, die eine gewisse Kommu-

nikation zwis
hen den Prozessoren erfordert oder dur
h Vorgabe der Knoten auf den Ge-

bietsgrenzen realisiert werden kann. Eine Gl

�

attung innerhalb der Teilgebiete ist notwendig.

(siehe Abbildung 2.20 
))

c)a) b)

Abbildung 2.20: Parallele Netzgenerierung: a) grobes Netz, b) Partitioniertes Netz, 
) feines

Finite-Elemente-Netz

Eine alternative Methode zur parallelen Generierung von Elementnetzen stellt

[Mit
hell und Vavasis 1997℄ f

�

ur den n-dimensionalen Fall dar, die [Mei�ner u. a. 1996℄ f

�

ur

zweidimensionale Netze bes
hreiben. Hierbei wird die Originalgeometrie rekursiv in mehrere

Teile geteilt und eine Randdiskretisierung f

�

ur jedes Teilgebiet vorgegeben. Eine parallele

Vernetzung der Teilgebiete ist ans
hlie�end ohne Kommunikation m

�

ogli
h, wodur
h eine sehr

gute EÆzienz der parallelen Netzgenerierung errei
ht wird.

25



2 Stand der Fors
hung

2.6 Parallelisierung

2.6.1 Motivation

Die Parallelisierung von Programmen zur L

�

osung von Problemstellungen hat si
h in den letz-

ten Jahren zu einer Standardvorgehensweise zur Verringerung der Re
henzeit im Berei
h der

Ingenieurwissens
haften, aber au
h im Berei
h der Quanten- und Plasmaphysik, der Material-

wissens
haften und besonders im Berei
h der Wettervorhersage entwi
kelt. Die Parallelisierung

eines Problems bedeutet die Aufteilung des Problems in kleine, unabh

�

angige Teilprobleme. Bei

der Aufteilung eines Problems in Teilprobleme muss folgendes bea
htet werden:

� die Datenstruktur des Programms,

� Datenabh

�

angigkeiten innerhalb des Programms,

� Unabh

�

angigkeit der Daten,

� Bere
hnungszeiten und Dominanz f

�

ur die zu separierenden Teile,

� Lastbalan
e der glei
hzeitig abzuarbeitenden Teilprobleme,

� das Laufzeitverhalten der zu parallelisierenden Programmteile.

Eine Parallelisierung ma
ht daher oft ein Reengineering der Software notwendig. Des weiteren

ist die Ans
ha�ung eines Parallelre
hners eine gro�e Investition, die si
h wirts
haftli
h re
hnen

muss. Die geringere Laufzeit und somit s
hnelleren Antwortzeiten des Re
hners re
htfertigen

diesen Aufwand ni
ht immer.

Ein Parallelre
hner stellt oft ein Vielfa
hes der Spei
herkapazit

�

at eines sequentiellen Re
hners

zur Verf

�

ugung bzw. ein vielfa
h gr

�

o�erer Spei
her ist

�

uberhaupt adressierbar. Hierdur
h ergeben

si
h Vorteile, wie z.B. die Beherrs
hbarkeit von gr

�

o�eren Problemstellungen oder eine genauere

Simulation dur
h h

�

ohere Detailliertheit.

In einigen Anwendungsfeldern, wie z.B. der Wettervorhersage, ist es notwendig, dass die

Simulationsre
hnung s
hneller abl

�

auft als das physikalis
he Ges
hehen dauert, um als Vorhersage

funktionieren zu k

�

onnen. Diese hohe Ges
hwindigkeit der Bere
hnung ist bei der notwendigen

Detailliertheit des Modells nur auf einem Parallelre
hner m

�

ogli
h.

Die Steigerung der Re
henkapazit

�

at eines sequentiellen Re
hners auf eine Re
henleistung, die

�

aquivalent zu der von Parallelre
hnern ist, ist aufgrund der Fertigungste
hnik im Berei
h der

Chip-Herstellung bzw. dur
h physikalis
he Grenzen, wie z.B. der Li
htges
hwindigkeit als ma-

ximale Ges
hwindigkeit f

�

ur die

�

Ubertragung von Informationen, ni
ht m

�

ogli
h. Parallelre
hner,

die diese Chips dann nutzen w

�

urden, w

�

aren trotzdem um ein Vielfa
hes s
hneller.

Bis Ende der a
htziger Jahre wurdenmeist spezielle Parallelre
hner mit eigenen Betriebssyste-

men und speziellen Prozessoren entwi
kelt. Seit Anfang der neunziger Jahre wird verst

�

arkt ver-

su
ht, dur
h Verwendung von Standardkomponenten wie z.B. Personal-Computer-Prozessoren

(PowerPC oder Intel Pentium), die Preise der Re
hner zu verringern.
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Eine andere Entwi
klung ist die Nutzung von Re
hner-Netzwerken als Parallelre
hner. Hierbei

werden eine Reihe von Personal-Computern und/oder Workstations zu einem virtuellen Parallel-

re
hner dur
h eine Software zusammen ges
haltet. Zum Austaus
h von Daten und Instruktionen

dient die normale Netzwerkverkabelung der Re
hner. Diese Nutzung hat im Gegensatz zu spezi-

ellen Parallelre
hnern den Vorteil, dass in vielen Firmen na
hts die Re
hner ungenutzt sind und

daher fast keine Kosten entstehen, wenn man sie zu dieser Zeit als Parallelre
hner einsetzt.

2.6.2 Klassi�kation von Re
hnern

Zur Bes
hreibung der Funktionalit

�

at eines Parallelre
hners wurden vers
hiedene Klassi�katio-

nen entwi
kelt. Eine Einteilung der Re
hner ist notwendig, da sie si
h na
h Prozessoranzahl,

Prozessorart, Spei
herzugri�, Spei
herverteilung und Busbreite unters
heiden. Die gebr

�

au
h-

li
hste dieser Einteilungen ist die Taxonomie von Flynn. Weitere Klassi�kationen, die hier ni
ht

erl

�

autert werden, sind die Erlanger Klassi�kation [Haendler 1977℄ und die Klassi�kation na
h

Shore [Shore 1973℄. Die Klassi�kationen basieren normalerweise auf dem Re
hnermodell von

John von Neumann.

2.6.2.1 von-Neumann-Re
hner

Die grunds

�

atzli
he Aufbau von heutigen sequentiellen Computern geht auf Arbeiten von John

von Neumann zur

�

u
k. Er ver

�

o�entli
hte erstmals 1946 zusammen mit Arthur W. Burks und

Herman H. Goldstine in der S
hrift

"

Prelimary dis
ussion of the logi
al design of an ele
troni



omputing instrument\ den prinzipiellen Aufbau. Eine Bes
hreibung ist in [von Neumann 1946℄

und [Taub 1961℄ zu �nden.

Das von Neumanns
he Re
hnermodell bes
hreibt ein Datenverarbeitungs-System, das in sei-

ner Struktur unabh

�

angig von den zu bearbeitenden Problemen ist. Prinzipiell lassen si
h mit

diesem Modell s

�

amtli
he bere
henbaren Probleme l

�

osen.

Rechenwerk

Speicher

Ein- und
Ausgabe-
einheit

Kontrolleinheit

Bus

Abbildung 2.21: von-Neumann-Re
hner

Die Re
hnerar
hitektur na
h John von Neumann besteht aus vier Basiskomponenten:
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Komponente 1: Die Kontrolleinheit, au
h Leitwerk genannt, ist Teil des Hauptprozessors. Sie

dient zur sequentiellen Abarbeitung des Anweisungsstroms. Hierdur
h

�

ubernimmt sie die

Steuerung des Re
hners. Die vers
hl

�

usselten Anweisungen werden von der Kontrolleinheit

aus dem Spei
her geholt, ents
hl

�

usselt und der Rest der Re
hners entspre
hend instruiert.

Die Operationssteuerung kann auf zwei vers
hiedene Arten dur
hgef

�

uhrt werden. Zum

einen gibt es Prozessoren mit festverdrahtetem Befehlssatz. Diese Prozessoren werden

RISC-Prozessoren

1

genannt und haben im Verglei
h zu den CISC-Prozessoren

2

einen re-

duzierten Befehlssatz. CISC-Prozessoren haben ein Mikroprogrammsteuerwerk.

Der Vorteil des festverdrahteten S
haltwerks ist die deutli
h h

�

ohere Ges
hwindigkeit. Al-

lerdings ist man gezwungen, mit einem kleinen, ni
ht sehr m

�

a
htigen, reduzierten Be-

fehlsvorrat auszukommen. Komplexere Befehle werden dur
h Mas
hinenprogramme er-

setzt, die h

�

au�g hohe Anzahlen von Spei
herzugri�en ben

�

otigen. Spei
her waren in den

Anfangszeiten der Datenverarbeitung teuer und langsam. Dies f

�

uhrte zur Entwi
klung der

CISC-Prozessoren, bei denen die komplexen Mas
hinenbefehle si
h aus den Elementarope-

rationen zusammensetzten.

Komponente 2: Das Re
henwerk dient der Abarbeitung arithmetis
her, logis
her und trans-

formierender Operationen. Die Re
henoperationen werden von der ALU (arithmeti
 logi
al

unit) realisiert. Sie stellt ein S
haltnetz dar, bei dem der bin

�

are Ergebniswert ni
ht nur von

den Eingangswerten, sondern zus

�

atzli
h von internen Zust

�

anden abh

�

angt. Ein S
haltwerk

h

�

angt nur von den Eingaben ab. Es ist die Realisierung einer S
haltfunktion, die jeder der

m

�

ogli
hen Wertekombinationen der booles
hen Variablen einen booles
hen Wert zuordnet.

Komponente 3: Das Spei
herwerk, das au
h Hauptspei
her bzw. interner Spei
her genannt

wird, hat die Aufgabe, Programme und Daten, mit denen aktuell gearbeitet wird, zu

spei
hern. Auf jede Spei
herzelle muss ein glei
h s
hneller, direkter Zugri� m

�

ogli
h sein.

Deshalb wird der Hauptspei
her au
h als RAM

3

bezei
hnet. Die Auswahl einer Informa-

tionseinheit im Zentralspei
her (Spei
herwerk) erfolgt

�

uber eine dem Spei
herplatz zuge-

ordnete eindeutige Adresse. Unterteilt ist das Spei
herwerk in jeweils glei
hlang Teile, die

Worte genannt werden.

Komponente 4: Die Ein- und Ausgabeeinheit verbindet die Zentraleinheit mit peripheren

Ger

�

aten, wie z.B. Festplatten, Bilds
hirm oder Tastatur. Das Ein-/Ausgaberegister im

von Neumann's
hen Re
hnermodell

�

ubernimmt das Zwis
henspei
hern von Adressen und

Daten.

1

RISC: Redu
ed Instru
tion Set Computer

2

CISC: Complex Instru
tion Set Computer

3

RAM: Random A

ess Memory
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2.6 Parallelisierung

Die Komponenten eines Re
hners werden

�

uber ein Leitung, den Bus

4

, verbunden. Der Bus

ist in mehrere Teile geteilt: Der Adressbus

�

ubertr

�

agt Adressen und der Datenbus Daten zwi-

s
hen den vers
hiedenen Komponenten des Re
hners. Der Steuerbus

�

ubertr

�

agt die zur Steuerung

notwendigen Signale und R

�

u
kmeldungen zwis
hen Kontrolleinheit und den restli
hen Kompo-

nenten.

2.6.2.2 Taxonomie na
h Flynn

Die Taxonomie na
h Flynn [Flynn 1972℄ klassi�ziert die Re
hner na
h der Anzahl der Instruk-

tionen bzw. Anzahl der Steuerungseinheiten, der Anzahl der Datenstr

�

ome und der Verteilung

des Spei
hers. Die Bes
hreibung der Re
hnerart besteht aus vier Bu
hstaben. Die ersten bei-

den Bu
hstaben geben an, ob der Re
hner von einem einzigen Anweisungsstrom (SI

5

) oder von

mehreren (MI

6

) gesteuert wird. Das andere Bu
hstabenpaar gibt Auskunft

�

uber die Anzahl der

Verarbeitungseinheiten. Dies kann wieder eine Einheit sein (SD

7

) oder es k

�

onnen mehrere (MD

8

)

Einheiten sein.

SISD-Re
hner: Der einfa
hste Re
hner na
h Flynn ist ein Re
hner mit einer Steuerungs-

einheit, einem Datenstrom und einem fortlaufenden Spei
her (siehe Abbildung 2.22). Dieser

Re
hnern wird SISD-Re
hner genannt und arbeitet sequentielle Programme na
heinander ab.

Ein SISD-Re
hner entspri
ht dem klassis
hen von-Neumann-Re
hner. Vertreter dieser Klasse

von Re
hnern sind die Personal Computer und Workstations mit jeweils einem Prozessor.

Speicher

CPU

Instruktion

Abbildung 2.22: SISD Re
hner

SIMD-Re
hner: Ein SISD-Re
hner kennt nur einen Instruktionsstrom, hat aber mehrere

Verarbeitungseinheiten, die den Anweisungsstrom parallel abarbeiten k

�

onnen. Jeder Prozessor

kann einen lokalen Spei
her besitzen, d.h. der Spei
her ist verteilt. In diesem Fall spri
ht man

von einem Distributed-Memory-Re
hner, wie er in Abbildung 2.23 abgebildet ist. Der Zugri� der

4

Bus: lateinis
h omnibus = f

�

ur alle

5

SI: Single Instru
tion

6

MI: Multiple Instru
tion

7

SD: Single Data

8

MD: Multiple Data
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einzelnen Prozessoren auf den Spei
her kann jeweils unabh

�

angig von den anderen Prozessoren

erfolgen. Daten und Signale werden

�

uber Links

9

ausgetaus
ht.

Speicher

CPU

Speicher

CPU

Speicher

CPU

Speicher

CPU

Instruktion

Abbildung 2.23: SIMD Re
hner mit Distributed Memory

Die verbreitetste Ausf

�

uhrung eines SIMD-Re
hners hat einen gemeinsamen Spei
her (siehe

Abbildung 2.24). Dieser Re
hner wird dann als Shared-Memory-Re
hner bezei
hnet. Der Zugri�

auf den Spei
her muss in einem sol
hen Re
hner organisiert werden, da jeder Prozessor jeden

Teil des Spei
hers s
hreiben und lesen darf. Daher kann es zu Zugri�skon
ikten kommen. Viele

Gro�re
hner der siebziger und a
htziger Jahre waren von diesem Typ, der au
h als Vektorre
hner

bekannt wurde. Zu dieser Art von Re
hnern sind au
h Personal Computer und Workstations

mit jeweils mehreren Prozessoren zu z

�

ahlen.

CPU CPU CPU CPU

Speicher

Instruktion

Abbildung 2.24: SIMD Re
hner mit Shared Memory

MISD-Re
hner: Ein MISD-Re
hner wendet mehrere Anweisungsstr

�

ome mit einer Verar-

beitungseinheit an. Re
hner na
h diesem Modell sind unzwe
km

�

a�ig und werden daher ni
ht

verwendet.

MIMD-Re
hner: Bei einem MIMD-Re
hner steuern mehrere Anweisungsstr

�

ome eine glei-


he Anzahl von Verarbeitungseinheiten. Diese arbeiten die Anweisungsstr

�

ome parallel ab. Ein

sol
her Re
hner kann entweder einen verteilten Spei
her (Distributed Memory, siehe Abbildung

2.25) oder einen gemeinsamen Spei
her (Shared Memory, siehe Abbildung 2.26) besitzen.

9

Links: engl. Kan

�

ale
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2.6 Parallelisierung

In einem MIMD-Re
hner mit einem gemeinsamen Spei
her k

�

onnen alle Prozessoren auf den

gesamten Spei
her zugreifen, bzw. alle Daten lesen und s
hreiben. Daher ist eine Organisation

der S
hreib- und Leseprozesse notwendig. Ein Austaus
h der Daten ist ni
ht erforderli
h.

CPU

Instruktion

CPU

Instruktion

CPU

Instruktion

CPU

Instruktion

Speicher

Abbildung 2.25: MIMD Re
hner mit Shared Memory

Speicher

CPU

Instruktion

Speicher

CPU

Instruktion

Speicher

CPU

Instruktion

CPU

Instruktion

Speicher

Abbildung 2.26: MIMD Re
hner mit Distributed Memory

Der Austaus
h in einem MIMD-Re
hner mit verteiltem Spei
her wird mit Hilfe von Kan

�

alen

realisiert. Der Zugri� auf den Spei
her ist nur lokal m

�

ogli
h und muss daher ni
ht global orga-

nisiert werden.

Die leistungsst

�

arksten Re
hner sind heutzutage MIMD-Re
hner. Vertreter hierf

�

ur sind z.B.

die Cray T3E, IBM SP Power3 oder die Intel ASCI Red. Einfa
he Personal Computer oder

Workstations, die in einem Netzwerk vers
haltet sind, lassen si
h als MIMD-Re
hner nutzen.

Hierbei spri
ht man von einem Cluster. Da in vielen Firmen ein sol
hes Netzwerk vorhanden ist,

bietet si
h die Entwi
klung von Software f

�

ur diesen Re
hnertyp an.

2.6.2.3 Spei
herzugri�

Der Spei
herzugri� der vers
hiedenen Re
hnerar
hitekturen ist unters
hiedli
h [Bode 1996℄. Die

einfa
hsten Zugri�smas
hinen sind die sogenannten Multi
omputer oder NORMA

10

-Mas
hinen.

Hierbei kann der Prozessor nur auf seinen eigenen lokalen Spei
her zugreifen. Jegli
he Kom-

munikation wird dur
h explizites Message Passing (siehe Abs
hnitt 2.6.4) dur
hgef

�

uhrt. Die

verbleibenden Klassen von verteilten Spei
hersystemen haben genau einen einzigen, globalen,

physikalis
hen Adressraum. Diese Mas
hinen werden oft als Shared-Memory Multiprozessoren

10

NORMA: No Remote A

ess
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bezei
hnet und lassen si
h na
h dem Daten-Parallelen-Programmierparadigma (siehe Abs
hnitt

2.6.5) programmieren. Mas
hinen, die keinen Ca
hespei
her besitzen und auf den gesamten Spei-


her zugreifen k

�

onnen, nennt man UMA

11

-Multiprozessoren. Der gemeinsame Spei
her kann in

Teile zerlegt und den einzelnen Prozessoren zugewiesen werden. Ist das Zugri�sverhalten auf die

einzelnen Spei
herberei
he unters
hiedli
h, nennt man die Re
hner NUMA

12

Multiprozessoren.

Der gesamte Spei
her kann au
h als verteilter Ca
he-Spei
her interpretiert werden, wobei der

Zugri� auf entfernten Spei
her dur
h Kopieren, was si
h als Kommunikation interpretieren l

�

asst,

realisiert wird. Hierbei spri
ht man von COMA

13

-Mas
hinen.

2.6.3 Parallelisierungsparadigma

Das verwendete Spei
hermodell wirkt si
h auf die Programmierung des Re
hners aus. F

�

ur die

vers
hiedenen Spei
her- und Spei
herzugri�smodelle existieren daher vers
hiedene Programmier-

paradigmen. Das Programmierparadigma, das besonders f

�

ur Re
hner mit gemeinsamem Spei
her

entworfen wurde, ist die Daten-Parallel Programmierung. Message Passing, d.h. das Austaus
hen

von Datenpaketen und Signalen, ist das andere Programmierparadigma, das f

�

ur Re
hner mit

verteiltem Spei
her optimal ist.

Die Programmierung eines Parallelre
hners kann auf zwei vers
hiedene Arten erfolgen. Zum

einen k

�

onnen sequentielle Programme unter Zuhilfenahme von Programmbibliotheken erweitert

werden. Hierf

�

ur sind Aufrufe von Unterprogrammen und Funktionen einzubauen. Die andere

M

�

ogli
hkeit besteht in der Verwendung einer speziellen Programmierspra
he f

�

ur Parallelre
hner,

die automatis
h die Parallelit

�

at unterst

�

utzt, oder die eines parallelisierenden Compilers.

2.6.4 Message-Passing

Das Programmiermodell Message-Passing wurde speziell f

�

ur MIMD-Re
hner mit verteiltem Spei-


her entworfen. Die Grundidee dieses Modells liegt in vers
hiedenen, glei
hzeitig ablaufenden

Prozessen, die einen voneinander unabh

�

angigen Spei
her besitzen. Ein direkter Zugri� auf die

Daten eines anderen Prozesses ist ni
ht m

�

ogli
h [Thole 1996℄. Daher ist es notwendig Na
hri
hten

auszutaus
hen. Diese Na
hri
hten k

�

onnen zum einen aus Signalen zur Steuerung des Ablaufes

und zum anderen aus Daten, die von einem Prozess zu einem anderen gelangen m

�

ussen, bestehen.

Die Prozesse, die parallel ablaufen, k

�

onnen komplett vers
hieden sein.

Die wi
htigsten Vertreter des Message-Passing sind das Message-Passing-Interfa
e (MPI) und

die Parallel Virtual Ma
hine (PVM). Die Parallelisierung eines Programmes ges
hieht dur
h

Aufteilen des Prozesse in Teilprozesse. Diese Teilprozesse m

�

ussen in der Regel miteinander kom-

munizieren, wof

�

ur Aufrufe von Kommunikationsroutinen in das Programm eingef

�

ugt werden

m

�

ussen. Zus

�

atzli
h ist eine Verwaltung der Prozesse, die einen gewissen Overhead erzeugen,

11

UMA: Uniform Memory A

ess

12

NUMA: Non-Uniform Memory A

ess

13

COMA: Ca
he Only Memory Ar
hite
ture
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notwendig. F

�

ur Cluster aus Workstations oder Personal Computern stellt das Message-Passing

das optimale Programmiermodell dar.

Eine Message-Passing Bibliothek muss dem Programmierer eine Reihe von Funktionalit

�

aten

zur Verf

�

ugung stellen[Thole 1996℄:

Starten: Die parallel ablaufenden Prozesse m

�

ussen gestartet werden. Dies kann entweder sta-

tis
h oder dynamis
h erfolgen.

Gruppierung: F

�

ur eine Reihe von L

�

osungsans

�

atzen ist es notwendig, Prozessoren zu gruppie-

ren. Hierf

�

ur sollte eine Message-Passing-Programmierbibliothek Funktionalit

�

aten liefern.

Benennen: Es ist notwendig, dass jeder Prozess einen Namen f

�

ur jeden der anderen Prozesse

ermitteln kann. Dieser Name kann z.B. eine Nummer sein und ist unter anderem zur

Kommunikation notwendig.

Kommunikation: Es m

�

ussen Funktionalit

�

aten zum Austaus
h von Daten und Signalen vor-

handen sein. Die wi
htigsten Kommunikationsarten sind [L

�

ammer 1997℄:

� Blo
kierende Kommunikation

� Ni
htblo
kierende Kommunikation

� Mailbox

� Interrupt

Beenden: Beim Beenden eines Prozesses m

�

ussen das System und die anderen Prozessoren

erkennen, dass der eine Prozess beendet ist.

2.6.4.1 Parallel Virtual Ma
hine

PVM

14

erm

�

ogli
ht es, vers
hiedene, vernetzte UNIX-Re
hner zu einem virtuellen Parallelre
hner

zu vers
halten[Geist u. a. 1994℄.

Die Entwi
klung von PVM begann im Sommer 1989 am Oak Ridge National Laboratory.

Version 1.0 wurde nur intern im Institut verwendet. Version 2.0 wurde in Zusammenarbeit mit

dem Institute Emory University, der University of Tennessee, der Carnegie Mellon University

und dem Pittsburgh Super
omputer Center entwi
kelt und im M

�

arz 1991 ver

�

o�entli
ht. Eine

komplette Neuentwi
klung mit einer Reihe von

�

Anderungen kam mit der Version 3.0 im Fe-

bruar 1993. Die aktuelle Version 3.4.3 wird weltweit eingesetzt und ist f

�

ur eine gro�e Anzahl

vers
hiedener Re
hner verf

�

ugbar.

Das Softwaresystem PVM in der Version 3 erlaubt es, ein Netzwerk von heterogenen UNIX-

Computern wie einen einzigen MIMD-Re
hner mit verteiltem Spei
her zu verwenden. Zur Kom-

munikation der einzelnen Re
hner untereinander dient das LAN

15

oder WAN

16

. PVM nimmt

14

PVM: Parallel Virtual Ma
hine

15

LAN: Lo
al Area Network

16

WAN: Wide Area Network
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dem Benutzer dabei die explizite Netzwerkprogrammierung und die Datenkonvertierung zwi-

s
hen vers
hiedenen Ar
hitekturen ab. Die eigentli
he Parallelisierung des Algorithmus muss

vom Benutzer in C/C++, Fortran oder Java selbst

�

ubernommen werden. Zus

�

atzli
h erm

�

ogli
ht

PVM eine dynamis
he Kon�guration der virtuellen Mas
hine w

�

ahrend der Laufzeit sowie die

Programmierung dynamis
her Prozessgruppen.

PVM erlaubt die glei
hzeitige Verwendung der vers
hiedensten Re
hner. Diese Heterogenit

�

at

erstre
kt si
h auf folgende Eigens
haften:

Hardwarehersteller: Die verwendeten Re
hner k

�

onnen unters
hiedli
he Hersteller haben und

vers
hiedene Ar
hitekturen aufweisen. Zum einen werden Re
hner wie Workstations oder

Personal Computer unterst

�

utzt, zum anderen ist PVM f

�

ur Parallelre
hner wie Intel ASCI

Red oder Cray T3E erh

�

altli
h.

Betriebssystem: Das verwendete Betriebssystem muss ein UNIX-System sein. Die glei
hzeitige

Versendung vers
hiedener UNIX-Systeme auf den vers
hiedenen Re
hnern, wie Solaris,

AIX, Linux usw., ist erlaubt.

Datenformate: Die Datenformate der einzelnen Re
hner d

�

urfen unters
hiedli
h sein. Die Kon-

vertierung bei der Kommunikation zwis
hen den Formaten wird von PVM

�

ubernommen.

Ges
hwindigkeiten: Die Re
henges
hwindigkeit der verwendeten Re
hner darf stark unter-

s
hiedli
h sein. Der Programmierer muss dies dur
h eine dynamis
he Lastverteilung aus-

glei
hen.

PVM eignet si
h dur
h die bes
hriebenen Eigens
haften bez

�

ugli
h der Heterogenit

�

at vor allem

als System zur Nutzung von Re
hner-Clustern als Parallelre
hner. Hierdur
h ist PVM optimal

f

�

ur den Einsatz in Firmen, die die Ans
ha�ung eines teuren Parallelre
hners s
heuen und ein

Netzwerk von Personal-Computern oder Workstations besitzen. Unterst

�

utzt wird dies dur
h

besondere Funktionalit

�

aten zur Steuerung und

�

Uberwa
hung der Prozesse.

Oft werden Re
hner vers
hiedener Leistungsklassen zu einem Parallelre
hner zusammenge-

s
haltet. Man sollte dabei sehr gro�e Sorgfalt auf die Erhaltung der Re
henlast-Balan
e legen.

Diese Balan
e wird h

�

au�g dur
h andere Benutzer gest

�

ort, die intensiv von einem Re
hner der

virtuellen Mas
hine Gebrau
h ma
hen oder gro�e Datenmengen im Netzwerk versenden.

Eine Reihe von Werkzeugen ist entwi
kelt worden, um dem Programmierer die Arbeit zu er-

lei
htern. Die graphis
he Ober


�

a
he

"

xpvm\ visualisiert die Kommunikationen, den Programma-

blauf, Kommunikationszeiten und Wartezeiten. Debuggen wird dur
h den Aufruf von Debuggern

der Compilerhersteller erm

�

ogli
ht.

Programmierung: PVM besteht aus vers
hiedenen Komponenten: einem D

�

amon, Bibliothe-

ken und der Console. Der PVM-D

�

amon erm

�

ogli
ht die Kommunikation zwis
hen den Re
hnern

der virtuellen Mas
hine, steuert und

�

uberwa
ht die Prozesse. Die PVM-Bibliotheken enthalten
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die Funktionen und Unterprogramme, die f

�

ur das Kommunizieren, Starten von Prozessen und

zur Koordination gebrau
ht werden. In das PVM-Programm m

�

ussen diese Bibliotheken einge-

bunden werden. Mit der PVM-Console wird der virtuelle Re
hner kon�guriert und

�

uberwa
ht.

Die Ober


�

a
he dient au
h zum Starten der Prozesse.

2.6.4.2 Message Passing Interfa
e

MPI

17

war der erste Versu
h einen Standard f

�

ur Message-Passing zu de�nieren. Das erste Tre�en

zur S
ha�ung eines Message-Passing Standards war im April 1992. In diesem MPI-Forum waren

Re
hnerhersteller, Softwareentwi
kler und Universit

�

aten vertreten. Der erste Standard von MPI

wurde im im Mai 1994 ver

�

o�entli
ht[Forum 1993b℄. Bei der S
ha�ung des Standards sollten die

sinnvollsten Grundideen der vers
hiedenen vorher vorhandenen Systeme

�

ubernommen werden.

Ziele waren:

� Entwi
klung einer Programmiers
hnittstelle. Hierbei war speziell an S
hnittstellen von C

und FORTRAN geda
ht.

� Eine eÆziente Kommunikation sollte m

�

ogli
h sein. Hierf

�

ur sollte das Kopieren von Spei-


her, wie es z.B. bei PVM notwendig ist, weitestgehend vermieden werden.

� Um unn

�

otigen Overhead zu vermeiden, sollte es m

�

ogli
h sein, glei
hzeitig zu kommunizie-

ren und zu re
hnen.

� Die Kommunikation sollte einfa
h und si
her sein. Dies bedeutet, dass der Nutzer si
h

ni
ht um interne Kommunikationsroutinen des Betriebssystems k

�

ummern muss und die

Kommunikation fehlerfrei ausgef

�

uhrt wird.

� Eine Anlehnung an die bereits bestehenden Systeme wurde angestrebt, um eine Konver-

tierung alter Programme zum neuen Standard einfa
h zu gestalten.

� MPI sollte als Bibliotheksfunktionen dem Programmierer bereitgestellt werden.

Es wurde die Entwi
klung eines Standards zur einfa
heren Portierbarkeit von Software not-

wendig. Fr

�

uher ging man davon aus, dass die Hardware l

�

anger bestehen w

�

urde als die Software.

Daher war die Entwi
klung von spezieller Software f

�

ur einen Re
hner zul

�

assig. Anfang der neun-

ziger Jahre erkannte man, dass die Software weiterentwi
kelt wird und meistens no
h benutzt

wird, w

�

ahrend die Hardware s
hon lange ni
ht mehr verwendet wird. Hieraus entwi
kelte si
h

das Interesse an einer einfa
hen Portierbarkeit der Software von einem Parallelre
hner zu einem

anderen.

Entspre
hend dem Standard MPI wurde das MPICH von William Gropp und Ewing

Lusk am Argonne National Laboratory, USA, als portable Installation des MPI-Standards

17

MPI: Message Passing Interfa
e

35



2 Stand der Fors
hung

entwi
kelt[Gropp u. a. 1994℄. Hierzu geh

�

oren einige Erweiterungen, u.a. die MPE Bibliothek

18

,

die eine Reihe von zus

�

atzli
hen Funktionen enth

�

alt, wie z.B. zur Ausgabe

�

uber X-Windows,

ferner Hilfsprogramme zum

�

Ubersetzen, Laden und Starten von MPI-Programmen.

MPI enth

�

alt keine M

�

ogli
hkeiten der Datenkonvertierung w

�

ahrend des Austaus
hens. Da-

her ist die Verwendung von MPI nur auf speziellen Parallelre
hnern und in Re
hner-Clustern

m

�

ogli
h, die aus Mas
hinen mit glei
her Ar
hitektur bestehen.

Eine dynamis
he Kon�guration des Netzwerkes oder die

�

Uberwa
hung von Prozessoren dur
h

einen anderen sind in MPI ni
ht vorgesehen.

Programmierung: MPI in der Variante MPICH besteht aus Bibliotheken mit den Unterpro-

grammen, die in das ausf

�

uhrbare Programm eingebunden werden m

�

ussen.

2.6.5 Daten-Parallele-Programmierung

Das Programmierparadigma des Daten-Parallelen-Programmierens wurde speziell zur Program-

mierung von SIMD-Re
hnern und MIMD-Re
hnern mit gemeinsamen Spei
her entwi
kelt. Hier-

bei kontrolliert ein einziges Programm den Ablauf der verteilten Operationen auf allen Prozes-

soren. Unterst

�

utzt werden hierbei haupts

�

a
hli
h Feld-Operationen. Die Verteilung der Arbeit

auf die Prozessoren und das Einf

�

ugen von Kommunikationen wird hierbei vom Compiler dur
h-

gef

�

uhrt. Eine vollautomatis
he Parallelisierung ist allerdings ni
ht m

�

ogli
h. Die Steuerung des

Compilers dur
h den Programmierer ist in Form von Compiler-Direktiven notwendig.

Das Programmiermodell der Daten-Parallelen-Programmierung hat folgende Eigens
haften:

� Ein Programm kontrolliert den Ablauf der Operationen. Der Programmierer muss si
h nur

mit einem Anweisungsstrom auseinandersetzen.

� Der Spei
her wird als globaler Spei
her behandelt, der nur einen Adressraum hat. Der

Programmierer muss si
h daher ni
ht um den Austaus
h von Daten zwis
hen den einzelnen

Spei
hern der Prozessoren k

�

ummern.

� Eine

"

lo
kere Syn
hronisation\ wird angestrebt, d.h. es ist ni
ht notwendig, dass zu einem

Zeitpunkt alle Prozessoren dieselbe Instruktion ausf

�

uhren. Notwendig ist die Ausf

�

uhrung

desselben Programmabs
hnittes (z.B. glei
he S
hleife) zu einem Zeitpunkt.

� Feld-Operationen werden automatis
h parallel dur
hgef

�

uhrt. Unabh

�

angigkeiten m

�

ussen

teilweise dur
h den Programmierer aufgezeigt werden.

� Zur Parallelisierung sind nur geringe Kenntnisse des Programm
odes notwendig.

Beim Entwurf einer Parallelisierung liegt der Hauptunters
hied zwis
hen Message-Passing

und der Daten-Parallelen-Programmierung darin, dass bei Message-Passing das komplette

18

MPE: Multiple Pro
essing Environment
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Programm in datenunabh

�

angige Teile zerlegt werden muss, wobei bei der Daten-Parallelen-

Programmierung die Struktur des sequentiellen Programms erhalten bleibt und dur
h Direktiven

erweitert wird.

High Performan
e Fortran: Der wi
htigste Vertreter der Daten-Parallelen-

Programmierung ist HPF

19

und stellt eine Erweiterung von FORTRAN 90[Forum 1993a℄

dar.

Die Entwi
klung von HPF begann 1991 mit der Gr

�

undung des High Performan
e Fortran Fo-

rum. Detaillierte Arbeiten am Standard HPF wurden von einer Gruppe von etwa 40 Personen,

die si
h aus Mitgliedern von Hardware�rmen, Software�rmen und Universit

�

aten zusammensetz-

te, dur
hgef

�

uhrt. Der Standard wurde im Januar 1993 verabs
hiedet. Die Spezi�kation 1.0 von

HPF wurde im Mai 1993 ver

�

o�entli
ht.

Ziele von HPF: HPF wurde im Gegensatz zu MPI und PVM ni
ht als Programmbiblio-

thek, sondern als Compiler konzipiert. Der Programmierer von HPF-Programmen muss das

FORTRAN-Programm dur
h Compiler-Direktiven

�

ahnli
h den aus C/C++ bekannten #define

oder dem #ifdef zur Unterst

�

utzung des Compilers erweitern. Es sollte ein System errei
ht wer-

den, das maximale Performan
e mit SIMD-Re
hnern errei
ht. Die Programmentwi
klung sollte

unabh

�

angig von der Hardware sein. Spezielle Eigens
haften der einzelnen Re
hner durften daher

nur vom Compiler und ni
ht vom Programmierer genutzt werden. Die Portierung von bestehen-

den Programmen sollte m

�

ogli
hst einfa
h und s
hnell m

�

ogli
h sein und eine m

�

ogli
hst gro�e

Kompatibilit

�

at zu anderen Standards (FORTRAN-90) sollte erhalten bleiben. HPF-Programme

sollten si
h f

�

ur sequentielle Re
hner mit FORTRAN-Compilern direkt ohne

�

Anderungen

�

uber-

setzen lassen. Eine weitere Forderung war die einfa
he Implementierung von HPF.

Spra
heigens
haften von HPF: In HPF wurde der komplette FORTRAN-90 Spra
h-

umfang integriert. Dies s
hlie�t neue Kontrollstrukturen, optionale Funktionsargumente, benut-

zerde�nierte Datentypen und Pointer ein. Die dynamis
he Spei
herverwaltung ist eine weitere

Verbesserung von FORTRAN-90 gegen

�

uber den Vorg

�

angern. Feldanweisungen werden, wenn

m

�

ogli
h, parallel ausgef

�

uhrt. Die Konvertierung von vielen alten FORTRAN-Programmen ist

problematis
h. In FORTRAN-77 und FORTRAN-90 werden Verkn

�

upfungen von Spei
herberei-


hen mit den Befehlen COMMON und EQUIVALENCE realisiert. Diese Zuordnungen sind dynamis
h

und dur
h HPF ni
ht au


�

osbar. Spei
herberei
he, die mit den beiden Befehlen bearbeitet wer-

den, k

�

onnen von HPF ni
ht verteilt werden. Eine Parallelisierung dur
h HPF ist dann ni
ht

m

�

ogli
h.

Compilerdirektiven: Die Steuerung des Compilers und damit der Parallelisierung ge-

s
hieht mit Compiler-Direktiven. Direktiven sind Angaben, die den Compiler auf Datenun-

19

HPF: High Performan
e Fortran
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abh

�

angigkeiten, angestrebte Verteilung von Feldern oder die Prozessorverteilung aufmerksam

ma
hen. Die Compilerdirektiven beginnen mit !HPF$, CHPF$ oder *HPF$. Bei der Verwendung

eines sequentiellen Compilers werden die Direktiven als Kommentare aufgefasst und ignoriert.

2.6.5.1 Java

Verteilte Anwendungen ben

�

otigen Kommunikation zwis
hen den Komponenten, um in Re
h-

nernetzen verteilt arbeiten zu k

�

onnen. Java bietet zwei Me
hanismen, die die Kommunikation

erm

�

ogli
hen: RMI (Remote Method Invo
ation) und JavaIDL

�

uber die Common Obje
t Request

Broker Ar
hite
ture (CORBA).

RMI ist Bestandteil von Java seit dem JDK 1.1 und erm

�

ogli
ht das Starten von

"

Remote

Pro
edure Calls\ [Wollrath und Waldo 1999℄. Hierf

�

ur stellt ein Server Methoden zur Verf

�

ugung,

mit denen Objekte manipuliert werden k

�

onnen. Die hierbei aufgerufenen Unterprogramme auf

anderen Re
hnern m

�

ussen ebenfalls in Java ges
hrieben sein. Der Aufbau einer verteilten An-

wendung unter Benutzung von RMI ist folgenderma�en: Der Server stellt seine Dienste

�

uber eine

S
hnittstelle, einem Java-Interfa
e, das Teil des Servers ist und mittels Namens-Diensten bekannt

gema
ht wird, zur Verf

�

ugung. Hierauf k

�

onnen sowohl der Server als au
h der Client zugreifen.

Dur
h Zugri� auf die Namens-Dienste kann der Client Informationen

�

uber die S
hnittstelle er-

halten und Methoden auf dem Server starten. Zur

�

Ubertragung der Daten werden die Objekte

serialisiert.

Die Ar
hitektur von RMI ist in Abbildung 2.27 dargestellt.

Remote-Referenz-Schicht

Server-SkeletonsClient-Stubs

Remote-Referenz-Schicht

ServerClient

Transportschicht

Abbildung 2.27: Ar
hitektur von RMI

Die einzelnen Teile von RMI arbeiten folgenderma�en zusammen:

� Das auf dem Server laufende Objekt wird dur
h den Client-Stub auf dem Client vertre-

ten. Alle Aufrufe leitet der Client-Stub an das Server-Objekt weiter. Hierf

�

ur werden alle

�

ubergebenen Parameter und Objekte serialisiert.
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� Auf der Serverseite baut der Server-Skeleton als Gegenst

�

u
k zum Client-Stub die seriali-

sierten Parameter und Objekte wieder zusammen.

� Der Transport der Daten zwis
hen Server und Client wird in der Transports
hi
ht dur
h-

gef

�

uhrt. Die Umwandlung der Daten ges
hieht hierbei in der Remote-Referenz-S
hi
ht.

RMI l

�

asst si
h f

�

ur verteilte Anwendungen lei
ht einsetzen und kann die Vorteile von Java, wie

z.B. die Plattformunabh

�

angigkeit, nutzen. Daten k

�

onnen problemlos zwis
hen einzelnen Prozes-

sen ausgetaus
ht werden, solange sie serialisiert werden k

�

onnen. Die Implementation von MPI

f

�

ur Java verwendet daher au
h die Funktionalit

�

at von RMI. Ein Na
hteil von RMI, der bei der

Verwendung von Java im Berei
h des Ho
hleistungsre
hnens ni
ht so gravierend ist, ist die Be-

s
hr

�

ankung auf Java-Objekte. Ein gr

�

o�erer Na
hteil bei der Verwendung von Java und RMI im

Berei
h des Ho
hleistungsre
hnens liegt im Ges
hwindigkeitsna
hteil von Java gegen

�

uber Pro-

grammierspra
hen wie C++ und FORTRAN. Hier zeigen allerdings die neusten Entwi
klungen

im Berei
h der Compiler f

�

ur Java, dass eine

�

ahnli
he Performan
e wie unter FORTRAN in den

n

�

a
hsten Jahren errei
ht werden kann [Artivagas u. a. 1999℄ [Maassen u. a. 2000℄.

Objekt Implementierung

4. Aufruf der Methoden
der Objekte1. bind(Name, Objektreferenz)

2. resolve(Name)

Client Anwendung

Namespace

3. resolve() liefert
eine Objektreferenz

<Name1, objektreferenz1>
<Name2, objektreferenz2>
...
<Namex, objektreferenzx>

Abbildung 2.28: Name-Servi
e von CORBA [Inprise 1999℄

CORBA ist die Abk

�

urzung f

�

ur Common Objekt Request Broker Ar
hite
ture und ist ein

Standard der Open Management Group (OMG). Objekte, die in einer beliebigen Spra
he ge-

s
hrieben sind, k

�

onnen mittels CORBA verwendet werden. Seit dem JDK 1.2 existiert die

CORBA-Anbindung in Java in Form von JavaIDL [Ins
ore 1999℄. Die Kommunikation funk-

tioniert

�

ahnli
h wie bei RMI. Ein Server stellt eine S
hnittstelle zur Verf

�

ugung, die bei einem

Namensdienst angemeldet (bind) wird und dann f

�

ur Anfragen bereit steht (Abbildung 2.28). Der

Client fragt (resolve) beim

"

Name Servi
e\ na
h einem Serverobjekt und kann dann Methoden

des Servers aufrufen. Die De�nition der S
hnittstelle ges
hieht mittels der

"

Interfa
e De�nition
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Language\ (IDL) und wird na
h Java

�

ubersetzt. Der

"

Obje
t Request Broker\ (ORB)

�

uber-

nimmt die eigentli
he Kommunikation zwis
hen den Objekten.

2.6.6 Leistungsdaten

Die Parallelisierung eines Programms stellt einen zus

�

atzli
hen Aufwand gegen

�

uber der Nutzung

eines sequentiellen Programms dar. Die Ans
ha�ung eines speziellen Parallelre
hners ist in der

Regel sehr teuer. Dieser Aufwand sollte dur
h Zeitgewinn bei der Anwendung eines Programms

gere
htfertigt werden. Hierf

�

ur sind vers
hiedene Leistungsdaten entwi
kelt worden. Die wi
htig-

sten Leistungsdaten einer Parallelisierung sind der Speed-up

20

und die EÆzienz.

2.6.6.1 Speed-up

Der Speed-up eines parallelen Programms ist das Verh

�

altnis der Zeit f

�

ur die sequentielle Be-

re
hnung zur Zeit f

�

ur die parallele Bere
hnung mit n Prozessoren. De�niert ist der Speed-up

als:

S(n) =

T

seq

T

n

(2.11)

wobei T

seq

die Zeit bei sequentieller Bere
hnung ist und T

n

die Zeit zur Bere
hnung mit n

Prozessoren. Der optimale Wert des Speed-up ist S(n) = n.

2.6.6.2 EÆzienz

Eine andere Ma�zahl zur Bewertung einer Parallelisierung ist die EÆzienz. Diese gibt das

Verh

�

altnis zwis
hen dem Speed-up und der Anzahl der Prozessoren an:

E(n) =

T

seq

T

n

n

=

S(n)

T

n

(2.12)

Die EÆzienz, deren Optimalwert 1 ist, gibt den Grad der Ausnutzung eins Parallelre
hners

an.

20

Speed-up: engl: Bes
hleunigung
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3 Netzgenerierung

Eine Reihe von physikalis
hen Problemstellungen l

�

asst si
h mit Hilfe von Di�erentialglei
hun-

gen bes
hreiben. Zur numeris
hen L

�

osung der Glei
hungen sind vers
hiedene Methoden wie z.B.

die Finite-Elemente-Methode, die Finite-Di�erenzen-Methode oder die Finite-Volumen-Methode

entwi
kelt worden. Diese numeris
hen Verfahren ben

�

otigen eine Diskretisierung, d.h. eine Zerle-

gung in kleine Elemente, des zu simulierenden Systems.

Die Netzgenerierung ist ein Prozess, bei dem ein System in viele kleine Teilsysteme, die

Elemente genannt werden und si
h ni
ht

�

uberlappen d

�

urfen, zerteilt wird. Ebene Systeme k

�

onnen

in Dreie
kelemente oder Viere
kelemente, r

�

aumli
he Gebilde in Tetraeder oder Hexaeder zerteilt

werden.

Die Auswahl, ob strukturierte oder unstrukturierte Netze verwendet werden, h

�

angt von

der Problemstellung und dem angestrebten L

�

osungsweg ab. Die Verwendung der Methode der

Finiten Di�erenzen verlangt normalerweise strukturierte Netze, w

�

ahrend bei der Methode der

Finiten Elemente strukturierte und unstrukturierte Netze verwendet werden k

�

onnen. Der Spei-


heraufwand zur Generierung von strukturierten Netzen ist normalerweise wesentli
h geringer

und die Komplexit

�

at der Netzgenerierungsalgorithmen ist bei unstrukturierten Netzen h

�

oher.

Unstrukturierte Netze bieten bessere M

�

ogli
hkeiten die Geometrie genauer abzubilden. Lokale

Verfeinerungen des Netzes sind in unstrukturierten Netzen ebenfalls einfa
her zu realisieren. Bei

lokal verfeinerten Netzen ist die Anzahl der entstehenden Elemente in unstrukturierten Netzen

wesentli
h geringer als in strukturierten Netzen. Hierdur
h wird die Handhabbarkeit und die

Re
henzeit der na
hfolgenden Bere
hnung stark beein
usst.

3.1 Unstrukturierte Netze

Ein Anwendungsgebiet von unstrukturierten Netzen ist die Finite-Elemente-Methode. Unstruk-

turierte Netze sind dur
h die ni
ht konstante Anzahl von an einen Knoten angrenzenden Elemen-

te de�niert. Wesentli
her Vorteil der unstrukturierten Netze im Verglei
h zu den strukturierten

Netzen ist die Flexibilit

�

at der Algorithmen bez

�

ugli
h der zu vernetzenden Geometrie. Die Steue-

rung der Elementgr

�

o�e ist wesentli
h einfa
her und lokal ben

�

otigte Verfeinerungen sind einfa
her

und mit einer wesentli
h geringeren Elementanzahl zu realisieren.

Unstrukturierte Netze k

�

onnen f

�

ur ein-, zwei- und dreidimensionale Geometrien verwendet

werden. Die entstehenden Elemente entspre
hen den ben

�

otigten, in Abs
hnitt 2.2.2.1 bes
hrie-

benen Finiten-Elementen, wie z.B. Dreie
ken, Viere
ken, Tetraedern oder Hexaedern.
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3 Netzgenerierung

3.1.1 Netzbasierte Methode

Eine sehr einfa
he Methode zur automatis
hen Generierung unstrukturierter Netze ist die Netz-

basierte Methode, die au
h

�

Uberlagerungsverfahren genannt wird. Sie ist sowohl f

�

ur zwei- als

au
h f

�

ur dreidimensionale Geometrien anwendbar [S
hneiders 1996a℄ [Fu
hs 1998℄. Man kann

sowohl Dreie
k- und Viere
knetze als au
h Tetraeder- oder Hexaedernetze mit der Te
hnik er-

stellen.

Ein regelm

�

a�iges Netz aus Elementen wird

�

uber die Geometrie gelegt und alle aus der

Geometrie herausragenden Elemente abges
hnitten oder angepasst. Im Inneren ist die Qua-

lit

�

at der Netze sehr gut, die Randelemente sind von s
hle
hterer Qualit

�

at. Eine Verbesserung

der Qualit

�

at dieser Elemente ist mit Gl

�

attungsalgorithmen (siehe Abs
hnitt 3.2) m

�

ogli
h. Lokale

Netzverfeinerungen sind in dieser Te
hnik ni
ht vorgesehen. Eine Vorgabe der Diskretisierung

des Geometrierandes bzw. der Geometrieober


�

a
he ist ni
ht m

�

ogli
h. Hierdur
h wird au
h das

Zusammenf

�

ugen von mehreren Netzteilen verhindert. Der numeris
he Aufwand des Verfahrens

und damit die Zeit zum Generieren eines Netzes ist sehr gering.

Abbildung 3.1: Netzbasierte Methode

Eine Abwandlung des Verfahrens ist die quadtree-basierte Netzgenerierung f

�

ur 2D Netze sowie

die o
tree-basierte Netzgenerierung f

�

ur Tetraeder- und Hexaedernetze [S
hneiders u. a. 1996a℄.

Zur Anpassung des regelm

�

a�igen inneren Netzes an die Randgeometrie werden entlang der an-

gestrebten Berandung alle Elemente entfernt. Die entstandene L

�

u
ke wird mit der Isomorphie-

Te
hnik [Dhondt 1999℄ vernetzt.

3.1.2 Advan
ing-Front-Methode

Die Advan
ing-Front-Methode eignet si
h sowohl zur Vernetzung von zweidimensionalen als au
h

zur Vernetzung von dreidimensionalen Geometrien [S
h

�

oberl 1997℄. Lokale Verfeinerungen des

Netzes sind einfa
h m

�

ogli
h. Im ebenen Fall k

�

onnen sowohl Dreie
kelemente als au
h Viere
k-

elemente erzeugt werden. Die Advan
ing-Front-Methode zur Generierung von Viere
kelementen

wird Paving-Algorithmus genannt. Tetraederelemente k

�

onnen zur Vernetzung dreidimensionaler

Gebilde verwendet werden, f

�

ur Hexaederelemente s
heitert zur Zeit das Verfahren h

�

au�g beim

Vern

�

ahen der Restgeometrie [S
hneiders 1996a℄.
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3.1 Unstrukturierte Netze

b)a) c) d)

DreieckelementGeometrie Advancing Front

Abbildung 3.2: Advan
ing-Front-Methode

Die Geometrie wird in einem initialen S
hritt entspre
hend der Di
htefunktion zur Bes
hrei-

bung der angestrebten Elementkantenl

�

ange diskretisiert (Abbildung 3.2 a)). Die diskretisierte

Geometrie stellt die initiale Front dar. Im zweidimensionalen Fall besteht diese initiale Front

aus einem Polygonzug, im dreidimensionalen Fall bei der Generierung von Tetraedern aus einem

Dreie
knetz und bei der Generierung von Hexaedern aus einem Viere
knetz.

Die Elemente werden im n

�

a
hsten S
hritt der Generierung entspre
hend Abbildung 3.2 b) und


) entlang der Front so eingef

�

ugt, dass mindestens eine Kante des Elementes auf der Front liegt.

Ans
hlie�end wird die Front um das neu entstandene Element herum vers
hoben. Dieser Vorgang

wird solange wiederholt, bis die Front ni
ht mehr vorhanden ist (Abbildung 3.2 d)). Abh

�

angig von

der Ausgangsgeometrie k

�

onnen mehrere Fronten vorhanden sein oder zwis
henzeitli
h entstehen.

Die Advan
ing-Front-Methode liefert automatis
h gegl

�

attete Netze. Manuelle Eingri�e zur

Steuerung des Algorithmus sind ni
ht notwendig. Um das

�

Ubers
hneiden von vers
hiedenen

Fronten oder Frontteilen zu vermeiden, ist eine sehr komplexe Su
he von Elementen und Knoten

in der N

�

ahe der Front n

�

otig. Dadur
h ist der Algorithmus sehr langsam.

Bei einer fals
h vorgegebenen Di
htefunktion mit zu gro�en Gradienten kann es m

�

ogli
h sein,

dass der Algorithmus s
heitert und kein Netz erzeugen kann. Bei der Generierung von Viere
k-

elementen weist der Algorithmus Vorteile gegen

�

uber anderen Verfahren auf. Die Qualit

�

at der

Netze ist gut und die Anzahl der erzeugten Elemente relativ gering. Irregul

�

are Punkte, Netz-

punkte mit einer von vier abwei
henden Anzahl von angrenzenden Elementen (siehe Abs
hnitt

3.2.2.1), liegen nur im Inneren des Gebietes. Eine Gl

�

attung zur Reduzierung der Wirkung der

Irregularit

�

at ist hierbei m

�

ogli
h.

In der Literatur sind au
h L

�

osungsans

�

atze zur Generierung von Hexaedernetzen mit der

Advan
ing-Front-Methode bes
hrieben. Diese gehen von einem initialen Viere
knetz auf der

Ober


�

a
he der Geometrie aus. Im Inneren der Geometrie bleiben meistens Polyeder

�

ubrig, die

si
h ni
ht zu Hexaedern vernetzen lassen. Als einfa
hstes Beispiel hierf

�

ur wird unter anderem

in [S
hneiders 1996a℄ die Pyramide aus Abbildung 3.3 bes
hrieben. Das Ober


�

a
hennetz aus

Viere
ken l

�

asst si
h beweisbar ni
ht zu Hexaedern vernetzen.
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3 Netzgenerierung

Abbildung 3.3: Problematis
he Hexaedervernetzung

3.1.3 Delaunay-Triangulierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Delaunay-Triangulierung zur Netzgenerierung von zweidi-

mensionalen Netzen verwendet. Die Erl

�

auterungen zu diesem Verfahren sind daher detaillierter

als die Bes
hreibungen der anderen Verfahren.

Die Delaunay-Triangulierung ist in den letzten Jahren eine sehr popul

�

are Methode zur Gene-

rierung von Netzen geworden. Sie existiert zum einen f

�

ur zweidimensionale Dreie
knetze, l

�

asst

si
h aber au
h auf dreidimensionale Tetraedernetze erweitern [Shew
huk 1997℄.

Die Delaunay Triangulierung optimiert den Innenwinkel der Dreie
kelemente. F

�

ur zweidimen-

sionale Netze �ndet der Algorithmus die optimale Vernetzung mit dem gr

�

o�tm

�

ogli
hen minima-

len Innenwinkel. Die Erweiterung der Delaunay-Triangulierung zum Erzeugen von Tetraedern

ist hinsi
htli
h der Qualit

�

at der Elemente ni
ht so eÆzient. Delaunay-Netze werden

�

uber das

Kreis-Kriterium de�niert [Delaunay 1934℄:

De�nition 3 Ein zweidimensionales Delaunay-Netzwerk besteht aus ni
ht

�

uberlappenden Drei-

e
ken, wobei im Netzwerk kein E
kpunkt vom Umkreis eines beliebigen anderen Dreie
ks um-

s
hlossen ist.

Bei der Existenz von nur drei E
kpunkten auf jedem Umkreis ist die Triangulierung eindeutig.

Eine eindeutige Delaunay-Triangulierung ist beispielhaft in Abbildung 3.4 a) dargestellt. Der

enge Zusammenhang mit den Voronoi-Diagrammen [Voronoi 1908℄ l

�

asst si
h aufzeigen und ist

in Abbildung 3.4 b) dargestellt. Voronoi-Diagramme sind de�niert dur
h die Senkre
hte auf den

Verbindungslinien zwis
hen zwei Punkten.

Eine Erweiterung der Theorie auf dreidimensionale Gebilde zur Generierung von Tetraedern

ist m

�

ogli
h [Fu
hs 1998℄. Hierbei ist folgende De�nition zu bea
hten:

De�nition 4 Ein dreidimensionales Delaunay-Netzwerk besteht aus ni
ht

�

uberlappenden Tetra-

edern, wobei im Netzwerk kein E
kpunkt von der ums
hlie�enden Kugel eines beliebigen anderen

Tetraeders ums
hlossen wird.

Zur Generierung der Netze na
h den oben bes
hriebenen Kriterien existieren eine Reihe von

Methoden. Im Rahmen dieser Arbeit werden nur Algorithmen zur Generierung zweidimensiona-

ler Netze bes
hrieben. Die Methoden zur Triangulierung lassen si
h in zwei Gruppen teilen: die
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Dreiecke
Voronoi Diagramm

Umkreise
Umkreise
Dreiecke

b)a)

Abbildung 3.4: Delaunay-Triangulierung: a) Umkreise, b) Voronoi-Diagramm

statis
he Triangulierung und die dynamis
he Triangulierung. Bei der statis
hen Triangulierung

errei
ht man im Gegensatz zur dynamis
hen das Kreis-Kriterium erst, wenn alle vorgegebenen

Punkte im Netzwerk ber

�

u
ksi
htigt sind.

3.1.3.1 Statis
he Algorithmen

Re
ursive-Split-Algorithmus: Dieser Algorithmus wurde zuerst von

[Lewis und Robinson 1978℄ bes
hrieben und besteht aus folgenden S
hritten:

S
hritt 1: Der ums
hlie�ende Polygonzug wird gesu
ht.

S
hritt 2: Rekursiv wird die Geometrie in jeweils zwei Teilgeometrien zerlegt, die m

�

ogli
hst

kreisf

�

ormig sind (Abbildung 3.5a)-d)). Abgebro
hen wird die Rekursion, wenn alle Teil-

geometrien nur no
h aus drei Punkten bestehen.

S
hritt 3:

�

Uber alle Kanten wird traversiert. Die beiden dur
h diese Kante bena
hbarten Drei-

e
ke werden zu einem geda
hten Viere
k zusammengefasst. Entlang der k

�

urzeren Kante

wird das Viere
k dann in zwei Dreie
ke zerteilt. Dieser S
hritt wird solange wiederholt,

bis keine

�

Anderungen mehr auftreten (Abbildung 3.5e)).

F

�

ur diesen Algorithmus sind die Laufzeitangaben in der Literatur vers
hieden. W

�

ahrend

[Lewis und Robinson 1978℄ von einem Laufzeitverhalten von O(n log n) s
hreiben, nehmen

[Lee und S
ha
hter 1980℄ ein Laufzeitverhalten von O(n

2

) an. Beide Angaben sind ni
ht be-

weisbar. Die Bisektion zeigt eine direkte Parallelisierbarkeit des Algorithmus auf.
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3 Netzgenerierung

d)

c)a) b)

e)

Abbildung 3.5: Re
ursive-Split-Algorithmus

Divide-and-Conquer-Algorithmus: Dieser Algorithmus funktioniert

�

ahnli
h wie der

Re
ursive-Split-Algorithmus und besteht aus den folgenden S
hritten:

S
hritt 1: Die Geometrie wird rekursiv zerteilt, bis jede Teilgeometrie nur no
h vier Punkte

enth

�

alt.

S
hritt 2: Aus dem Viere
k werden dur
h Teilen entlang der k

�

urzeren Diagonalen zwei Dreie
ke

erzeugt.

S
hritt 3: Beim Zusammenf

�

ugen der Teilgeometrien werden dur
h Au�enkanten der Teilgeome-

trien bena
hbarte Dreie
ke als Viere
k betra
htet und entlang der k

�

urzeren Kante in zwei

Dreie
ke geteilt.

Die Laufzeit dieses Algorithmus verh

�

alt si
h mit O(n log n) und ist damit der s
hnellste hier

bes
hriebene Algorithmus. Eine Parallelisierung des Algorithmus zur Nutzung auf Parallelre
h-

nern ist aufgrund der Bisektion denkbar.

Radial-Sweept-Algorithmus: Der Radial-Sweept-Algorithmus ist der am einfa
hsten zu

programmierende Algorithmus und wurde erstmals von [Mirante und Weingarten 1982℄ vorge-

stellt. Der Algorithmus besteht aus folgenden S
hritten:

S
hritt 1: Der dem Mittelpunkt der Geometrie am n

�

a
hsten liegende Punkt wird ausgew

�

ahlt

und mit allen

�

ubrigen Punkten verbunden. Die Entfernung und Ri
htung zu den restli-
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d)c)b)a)

Abbildung 3.6: Radial-Sweept-Algorithmus


hen Punkten werden festgestellt und die Punkte na
h der Ri
htung sortiert (Abbildung

3.6a)). Die

�

au�eren Punkte werden entspre
hend der Sortierung miteinander verbunden

(Abbildung 3.6b)).

S
hritt 2: Die Au�enkante des Gebiets wird traversiert. Bilden drei aufeinander folgende Punkte

ein au�enliegendes Dreie
k, so sind diese in die Geometrie einzubinden (Abbildung 3.6
)).

S
hritt 3:

�

Uber alle Kanten wird traversiert. Die beiden dur
h diese Kante bena
hbarten Drei-

e
ke werden zu einem geda
hten Viere
k zusammengefasst. Entlang der k

�

urzeren Kante

wird das Viere
ke in zwei Dreie
ke zerteilt. Dieser S
hritt wird solange wiederholt bis keine

�

Anderungen mehr auftreten (Abbildung 3.6d)).

Die bes
hriebene Vorgehensweise hat Na
hteile im Laufzeitverhalten. Das Bestimmen der

Ri
htungen der bena
hbarten Punkte ist sehr zeitaufwendig. In der Literatur gibt es hierf

�

ur An-

gaben

�

uber das Laufzeitverhalten von O(n log n). Ebenfalls ung

�

unstig wirkt si
h das Traversieren

aller Kanten auf die Laufzeit mit O(n

2

) aus. Eine Parallelisierung der Ri
htungsbestimmung der

Punkte sowie der Traversierung der Kanten ist denkbar, in beiden F

�

allen sind jedo
h aufgrund

der notwendigen Kommunikationen keine guten EÆzienzen zu erwarten.

Step-by-Step-Algorithmus: Der Step-by-Step-Algorithmus ist der wohl am h

�

au�gsten

verwendete Algorithmus zur Erzeugung von Delaunay-Triangulierungen. Er wird unter anderem

von [M
Cullagh und Ross 1980℄ bes
hrieben und verdeutli
ht dur
h die Art der Generierung

s
hon das Kreis-Kriterium.

S
hritt 1: Eine initiale Dreie
kkante am Rand der Geometrie wird gesu
ht. Im Kreis mit dem

Mittelpunkt in der Mitte zwis
hen den beiden Punkten der Kante sollte kein weiterer

Punkt liegen (Abbildung 3.7 a)).

S
hritt 2: Entlang der Mittelsenkre
hten der Kante wird der Kreis vers
hoben und dabei der

Radius angepasst. Der erste Punkt, der innerhalb bzw. auf dem Kreis liegt, erf

�

ullt das
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3 Netzgenerierung

c)a) b)

Abbildung 3.7: Step-by-Step-Algorithmus

Kreis-Kriterium (Abbildung 3.7 b)). Der gefundene Punkt und die beiden Punkte der

initialen Kante werden die E
kpunkte des neuen Dreie
ks.

S
hritt 3: Die neu eingef

�

ugten Kanten sind die initialen Kanten und der S
hritt 2 wird rekursiv

wiederholt.

Das Su
hen der Punkte in der N

�

ahe der initialen Kante erweist si
h als ung

�

unstig f

�

ur

das Laufzeitverhalten. Die Komplexit

�

at dieses Su
hens ist mit O(n logn) anzugeben, die Ge-

nerierung der Dreie
ke selbst nur mit O(n). Eine Parallelisierung dieses Algorithmus wird in

[Saxena u. a. 1990℄ vorgestellt.

Modi�ed-hierar
hi
al-Algorithmus: Dieser Algorithmus wird von [Floriani u. a. 1984℄

vorgestellt. Der Algorithmus ist eine Mis
hung aus dem Radial-Sweept-Algorithmus und dem

In
remental-Algorithmus.

d)b)a) c)

Abbildung 3.8: Modi�ed-hierar
hi
al-Algorithmus

S
hritt 1: Eine initiale grobe Vernetzung wird erzeugt z.B. dur
h Triangulierung des ums
hlie-

�enden Polygonzugs (Abbildung 3.8 a)).
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S
hritt 2: Jeder in einem Dreie
k liegende Punkt wird in das Netz eingebaut, indem das Dreie
k

dur
h drei neue Dreie
ke, bestehend aus dem einzubindendenPunkt und den alten Punkten

des Dreie
ks, erzeugt wird (Abbildung 3.8 b), 
)).

S
hritt 3:

�

Uber alle Kanten wird traversiert. Die beiden dur
h eine Kante bena
hbarten Dreie
ke

werden zu einem geda
hten Viere
k zusammengefasst. Entlang der k

�

urzeren Kante wird

das Viere
k in zwei Dreie
ke zerteilt. Dieser S
hritt wird solange wiederholt, bis keine

�

Anderungen mehr auftreten (Abbildung 3.8 d)).

Die Komplexit

�

at dieses Algorithmus hat die s
hle
hteste Performan
e mit O(n

2

). S
hritt 3

dieses Algorithmus ist parallelisierbar, indem die initialen Dreie
ke den einzelnen Prozessoren zu-

geordnet werden. Dur
h die m

�

ogli
herweise unglei
he Anzahl von in das Dreie
k einzubindenden

Punkten sind s
hle
hte EÆzienzen zu erwarten.

3.1.3.2 Dynamis
he Algorithmen

Dynamis
he Algorithmen zur Generierung von Delaunay-Triangulierungen erf

�

ullen das Kreis-

Kriterium na
h dem Einf

�

ugen jedes Punktes.

In
remental-Algorithmus: Dieser Algorithmus wurde unter anderem von

[Lee und S
ha
hter 1980℄ vorgestellt.

d)a) b) c)

Abbildung 3.9: In
remental-Algorithmus

S
hritt 1: Es muss eine grobe initiale Triangulierung erzeugt werden. Dies kann z.B. dur
h die

Triangulierung des ums
hlie�enden Polygonzugs ges
hehen (Abbildung 3.9 a)).

S
hritt 2: Ein Punkt wird eingef

�

ugt, indem das Dreie
k, in dem der Punkt liegt, dur
h drei neue

Dreie
ke, bestehend aus dem einzubindenden Punkt und den alten Punkten des Dreie
ks,

ersetzt wird (Abbildung 3.9 b)).
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S
hritt 3: Alle Viere
ke, die si
h aus Dreie
ken, die Kanten des alten aufgel

�

osten Dreie
ks be-

sitzen, bilden lassen, m

�

ussen

�

uberpr

�

uft und m

�

ogli
herweise muss die diagonale Kante ge-

taus
ht werden (Abbildung 3.9 
)).

F

�

ur diesen Algorithmus sind die Angaben

�

uber das Laufzeitverhalten in der Literatur unter-

s
hiedli
h. W

�

ahrend die meisten Angaben hierf

�

ur O(n

2

) lauten, ist in [Heller 1990℄ ein Laufzeit-

verhalten von O(n log n) angegeben.

Watson's Algorithmus: Der hier bes
hriebene Algorithmus ist au
h bekannt unter dem

Namen In
remental Delete-and-build-Algorithmus. Vorgestellt wurde der Algorithmus zuerst

von [Watson 1981℄.

c)a) c)b)

Abbildung 3.10: Watson's Algorithmus

S
hritt 1: Es muss eine grobe Triangulierung erzeugt werden. Dies kann z.B. dur
h die Trian-

gulierung des ums
hlie�enden Polygonzugs ges
hehen (Abbildung 3.10 a)).

S
hritt 2: Es wird der umgebende Polygonzug des Punktes festgestellt. Dieser Polygonzug ist

dadur
h gekennzei
hnet, dass der neue Punkt innerhalb der Umkreise der Dreie
ke liegt.

Alle Dreie
ke innerhalb des Polygonzuges werden gel

�

os
ht (Abbildung 3.10 b)).

S
hritt 3: Innerhalb des Polygonzuges werden neue Dreie
ke erzeugt. Jedes neue Dreie
k besitzt

zwei Punkte auf dem Polygonzug und den neu eingef

�

ugten Punkt als E
kpunkte.

Der Watson's Algorithmus ist dur
h die Su
he na
h dem Polygonzug vom Laufzeitverhalten

her ung

�

unstig. Die Komplexit

�

at wird mit O(n

2

) angegeben.

3.1.3.3 Einf

�

ugen von Punkten

Die oben bes
hriebenen Verfahren zur Delaunay-Triangulierung k

�

onnen nur vorgegebene Punkt-

mengen optimal zu Dreie
knetzen verbinden. Bei der Vorgabe der Au�engrenze, von Fixpunkten

und L

�

o
hern dur
h den Anwender ergeben si
h nur sehr grobe, f

�

ur die Finite-Elemente-Methode
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unbrau
hbare Netze. Zum Generieren von Punkten innerhalb des Gebietes existieren eine Reihe

von vers
hiedenen Generierungsalgorithmen. Mit Hilfe dieser ist es m

�

ogli
h Netze zu erzeugen,

die der gew

�

uns
hten Qualit

�

at und der angestrebten Elementgr

�

o�e entspre
hen.

a) b)

Abbildung 3.11: Einf

�

ugen von Punkten bei einem Dreie
k mit s
hle
hter Qualit

�

at

Ziel beim Einf

�

ugen von zus

�

atzli
hen Punkten in das Netzwerk ist das Eliminieren von

Dreie
ken mit s
hle
hter Qualit

�

at. Bei Dreie
ken mit s
hle
hter Qualit

�

at liegt der Umkreis-

Mittelpunkt weit au�erhalb des Dreie
ks (siehe au
h Abs
hnitt 3.4). Die bes
hriebenen Dreie
ke

werden herausgesu
ht (Abbildung 3.11 a)). Alle Dreie
ke, in deren Umkreis der Mittelpunkt des

Umkreises des s
hle
hten Dreie
ks liegt, werden gel

�

os
ht. Der Umkreis-Mittelpunkt wird als neu-

er Punkt eingef

�

ugt. Aus jeweils zwei E
kpunkten der gel

�

os
hten Dreie
ke und dem Mittelpunkt

werden neue Elemente generiert (Abbildung 3.11 b)).

Chew's erster Algorithmus: [Chew 1989℄ s
hl

�

agt einen Algorithmus zum Einf

�

ugen von

Punkten vor. Als obere Grenze f

�

ur die Qualit

�

at von Dreie
ken verwendet er das Umkreisradius-

Kriterium (siehe Abs
hnitt 3.4.2.1) und setzt B = 1 als Maximalwert an. Chew teilt alle Dreie
ke

auf, deren Umkreisradius gr

�

o�er als die k

�

urzeste Kante im Netzwerk (h

min

) ist. Hierdur
h wird

errei
ht, dass die maximale Kantenl

�

ange im gesamten Netz 2 � h

min

ni
ht

�

ubersteigt.

Rupperts Algorithmus: Ruppert stellte den Algorithmus in [Ruppert 1993℄ erstmals vor.

In [Ruppert 1995℄ wird bewiesen, dass der Algorithmus Netze liefert, bei denen die inneren

Winkel der Dreie
ke nie kleiner als 20.7

Æ

sind. Der Algorithmus wird bestimmt dur
h zwei Regeln:

Regel 1: Wenn si
h im Dur
hmesserkreis einer Kante Punkte be�nden, wird in der Mitte der

betro�enen Kante ein Punkt eingef

�

ugt (siehe Abbildung 3.12).

Regel 2: Spitze Dreie
ke werden eliminiert, indem das Kreis-Kriterium mit einer beliebigen

Grenze B entspre
hend Abbildung 3.29 und Abs
hnitt 3.4.2.1 angewendet wird.
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b)a)

Abbildung 3.12: Ruppert's Algorithmus, Regel 1, a) Su
hen na
h einem kritis
hen Punkt, b)

Neuvernetzung

Chew's zweiter Algorithmus: Dieser Algorithmus wurde erstmals in [Chew 1993℄ vorge-

stellt. In [Shew
huk 1997℄ wird gezeigt, dass der minimale Innenwinkel eines Dreie
ks im Netz-

werk bei Verwendung dieses Algorithmus 26.5

Æ

ist.

Chew zerteilt die Dreie
ke unter Verwendung des in Abs
hnitt 3.4.2.1 vorgestellten Kreis-

Kriteriums mit einer Grenze von B = 1. Wenn der Umkreis-Mittelpunkt eines Dreie
ks ni
ht als

Knoten eingef

�

ugt werden kann, da er z.B. au�erhalb der Geometrie liegt, werden alle Punkte

im Umkreis der kritis
hen Kante gel

�

os
ht. Ein neuer Punkt wird im Mittelpunkt der kritis
hen

Kante eingef

�

ugt. Dieser neue Punkt dient als dritter Punkt f

�

ur die neu zu erzeugenden Dreie
ke.

3.1.4 Generierung von Viere
kelementen

a) b)

Abbildung 3.13: a) lokale Koordinaten, b)

�

Uberlappung der lokalen Koordinaten eines Viere
k-

elementes mit einem Innenwinkel gr

�

o�er 180

Æ

Die Generierung von Netzen aus Viere
kelementen ist s
hwieriger als die Generierung von

reinen Dreie
knetzen. Die Ursa
hen der S
hwierigkeiten liegen an Gegebenheiten der Viere
k-

elemente bzw. der Viere
kelementnetze:
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Ung

�

ultige Elementform: Viere
kelemente d

�

urfen ni
ht jede beliebige Form annehmen. So

sind Innenwinkel gr

�

o�er oder glei
h 180

Æ

unzul

�

assig, da hierbei ein lokales Koordinaten-

system ni
ht mehr eindeutig bestimmbar ist bzw. die lokalen Koordinatenlinien au�erhalb

des Elementes, wie in Abbildung 3.13 b) dargestellt, liegen. Bei Dreie
ken tritt diese Pro-

blematik ni
ht auf, da Dreie
ke nur mit Innenwinkeln kleiner 180

Æ

erzeugbar sind.

Vernetzbarkeit: Ni
ht jede vorgegebene Punktmenge bzw. vorgegebener Polygonzug ist ohne

Einf

�

ugen von Punkten mit Viere
ken vernetzbar. In Abbildung 3.14 sind Beispiele f

�

ur

beide F

�

alle gegeben. Beliebige Punktmengen oder Randpolygone lassen si
h mit g

�

ultigen

Dreie
ken immer vernetzen.

a) b)

Abbildung 3.14: a) ni
ht vernetzbare Punktmenge b) ni
ht vernetzbarer Polygonzug

Die beiden dargestellten Gegebenheiten verursa
hen weitere ung

�

unstige Eins
hr

�

ankungen bei

der Vernetzung mit Viere
kelementen:

Teilen einer Kante Das na
htr

�

agli
he Teilen einer Kante in zwei Teilkanten ist ni
ht ohne

weiteres m

�

ogli
h, da hierbei ni
ht vernetzbare Gebiete entstehen k

�

onnen (Abbildung 3.15

a)).

Einf

�

ugen einzelner Punkte Einzelne Punkte k

�

onnen ni
ht in das Netz eingef

�

ugt werden (Ab-

bildung 3.15 b)).

a) b)

Abbildung 3.15: a) Teilen einer Kante b) Einbau eines Punktes
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3.1.5 Generierung von Viere
ken aus Dreie
ken

Ein Teil der hier bes
hriebenen Algorithmen zur Generierung unstrukturierter Netze kann nur

Dreie
ke generieren. Zur Generierung von Viere
ken ist daher oft ein Umwandeln der Dreie
k-

netze in Viere
knetze notwendig.

Die Viere
kelemente werden aus zuvor generierten Dreie
kelementen erzeugt. Hierbei wird

angestrebt, aus jeweils zwei bena
hbarten Dreie
kelementen vier Viere
kelemente zu erzeugen

(Abbildung 3.16 a)). Ni
ht verteilbare Dreie
ke werden in drei Viere
ke zerlegt (Abbildung 3.16

b)).

b)a)

Abbildung 3.16: Generierung der Viere
ke aus Dreie
ken

Zusammenfassen der Dreie
ke: Die Zusammenfassung von jeweils zwei Dreie
ken zu vier

Viere
ken wird als Paving-Algorithmus bezei
hnet. In der Mitte der Elementkanten der Dreie
ke

werden Knoten eingef

�

ugt. Diese werden entspre
hend Abbildung 3.16 a) zur Generierung der

vier neuen Viere
kelemente verwendet.

Algorithmus I: Das Zusammenfassen der Dreie
ke kann mit Hilfe eines abgewandelten

Greedy-Algorithmus ges
hehen. Eine Bes
hreibung des Greedy-Algorithmus �ndet man unter

anderem in [Farhat 1988℄. Basierend auf der Graphentheorie wird ein bestehendes Elementnetz

mit dem Greedy-Algorithmus in Teilnetze zerlegt. Hierbei wird jedem Knoten ein Wi
htungs-

faktor, der der Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Elemente entspri
ht, zugewiesen. Re-

kursiv werden, ausgehend vom Knoten mit der geringsten Wi
htung, einem Teilgebiet Elemente

zugeordnet. Die Wi
htung der Knoten der verteilten Elemente wird in jedem Rekursionss
hritt

reduziert.

Um bessere Viere
knetze zu erhalten, wird die Wi
htung der Knoten gegen

�

uber dem Standard

Greedy-Algorithmus ver

�

andert. Die Wi
htung der inneren Knoten wird gegen

�

uber den Randkno-

ten erh

�

oht, um ni
ht zusammenfassbare Dreie
ke ins Innere des Gebietes zu vers
hieben. Hier

ist der Ein
uss dieser ung

�

unstigen Elemente auf die Netzqualit

�

at na
h der Gl

�

attung geringer.

Zum Zusammenfassen der Dreie
ke ist eine aufwendige Datenstruktur des Dreie
knetzes not-

wendig. In dieser muss jeder Knoten seine Na
hbarknoten und die angrenzenden Elemente ken-

nen. Jedes Element muss Zeiger auf seine Knoten sowie die bena
hbarten Elemente haben.
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3.1 Unstrukturierte Netze

Algorithmus II: Zum Zusammenfassen wurde ein weiterer Algorithmus entwi
kelt. Dieser

basiert auf dem Greedy-Algorithmus, nutzt aber ni
ht Knotenwi
htungen, sondern Kantenwi
h-

tungen. Jedes Dreie
kelement hat Zeiger auf die jeweiligen Na
hbarelemente. Liegt eine Fixlinie

zwis
hen zwei Dreie
ken oder stellt eine Kante die Au�engrenze des zu vernetzenden Gebietes

dar, wird der entspre
hende Zeiger ni
ht belegt. Knoten auf vorgegebenen Linien, wie z.B. Fixli-

nien oder Randlinien, erhalten eine Knotenwi
htung. Die Summe der Knotenwi
htungen ergibt

die Elementwi
htung. Der Algorithmus su
ht nun rekursiv das Element, das die geringste Anzahl

von Zeigern auf seine Na
hbarelemente hat. Existieren mehrere Elemente mit minimaler Anzahl

von Na
hbarn, wird unter diesen Elementen das Element mit der gr

�

o�ten Elementwi
htung ge-

su
ht. Dieses wird mit dem Na
hbarelement vereinigt, das die geringste Anzahl von Na
hbarn

und wenn n

�

otig die gr

�

o�te Elementwi
htung besitzt.

Teilen eines Dreie
ks in drei Viere
ke: Ni
ht zusammenfassbare Dreie
kelemente werden

in drei Viere
kelemente zerteilt. Hierf

�

ur wird der S
hwerpunkt des Dreie
ks bestimmt. Dieser

und die Seitenmittenknoten dienen als E
kknoten der neuen Viere
kelemente (siehe Abbildung

3.16 b)).

Die Generierung dieser Viere
ke ist wesentli
h einfa
her als das Zusammenfassen von zwei

Dreie
ken zu vier Viere
kelementen. Die Qualit

�

at der hierbei entstehenden Viere
ke ist sehr

s
hle
ht. Netze, die nur aus derart generierten Viere
kelementen bestehen, sind dur
h Gl

�

atten

ni
ht verbesserbar.

Eigens
haften der Viere
knetze: Viere
knetze, die aus Dreie
knetzen generiert wurden,

haben na
hteilige Eigens
haften. Linien und Punkte im Inneren des zu vernetzenden Gebietes,

die bei Generierung ber

�

u
ksi
htigt werden sollen, m

�

ussen s
hon im Dreie
knetz vorhanden sein.

Hieraus folgt, dass die Linien und Punkte nur auf alten Dreie
kkanten bzw. -punkten liegen

k

�

onnen. Zwis
hen zwei vorgegebenen Punkten muss daher immer ein ni
ht vorgegebener Punkt

liegen und zwis
hen zwei parallelen Linien immer eine Punktreihe.

Innerhalb der Netze treten immer Knoten auf, an die nur drei Viere
ke angrenzen. Die be-

tro�enen Elemente weisen immer ung

�

unstige Innenwinkel auf, die si
h dur
h Gl

�

attung und

Netzverbesserung nur bedingt beseitigen lassen.

3.1.6 Generierung von Hexaederelementen

Hexaedernetze lassen si
h wie oben bes
hrieben relativ s
hle
ht generieren. Standard-Te
hniken

zur Netzgenerierung, wie z.B. das Advan
ing-Front-Verfahren, s
heitern bei komplizierteren

Geometrien. L

�

osungen werden hier dur
h hybride Netze aus Tetraedern, Pyramiden und He-

xaedern in [Meyers und Tautges 1998℄ vorges
hlagen.

Das

�

Uberlagerungsverfahren [Dhondt 1999℄ und die o
tree-basierte Netzgenerierung k

�

onnen

zwar beliebige Geometrien vernetzen, haben aber die Eins
hr

�

ankung, dass die Diskretisierung
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3 Netzgenerierung

der Ober


�

a
he dur
h den Algorithmus vorgegeben wird und ni
ht immer den Anforderungen

des Nutzers entspre
hen.

Das Zusammenfassen von Tetraedern zu Hexaedern analog zur Zusammenfassung von Drei-

e
ken zu Viere
ken in Abs
hnitt 3.1.5 ist au
h relativ s
hwierig und extrem zeitaufwendig. Die

gefundene L

�

osung ist meist von s
hle
hter Qualit

�

at.

Die Teilung der Tetraeder in jeweils vier Hexaeder ist f

�

ur jede Geometrie m

�

ogli
h. Hierbei

entstehen Elemente mit einer sehr ung

�

unstigen Topologie. An die Knoten des Tetraedernetzes

grenzen normalerweise 24 Elemente an. Entspre
hend Tabelle 2.1 sollten an jeden Knoten ei-

nes Hexaedernetzes a
ht Elemente angrenzen. Dur
h Gl

�

atten oder Netzverbesserung l

�

asst si
h

diese Problematik ni
ht umgehen. Des weiteren gelten f

�

ur so entstandene Hexaedernetze die

glei
hen na
hteiligen Eigens
haften wie die in Abs
hnitt 3.1.5 bes
hriebenen Eigens
haften f

�

ur

Viere
kelementnetze, die aus Dreie
kelementnetzen entstanden sind.

3.2 Gl

�

attung und Netzverbesserungen

Die Qualit

�

at der erzeugten Netze entspri
ht ni
ht immer den in Abs
hnitt 3.4 bes
hriebenen

Anforderungen. Zur Verbesserung der Qualit

�

at der Netze gibt es zwei M

�

ogli
hkeiten. Zum einen

kann man das Netz gl

�

atten, zum anderen ist eine Verbesserung bei pat
hweiser Betra
htung

dur
h Hinzuf

�

ugen und Wegnahme von Elementen m

�

ogli
h.

3.2.1 Gl

�

attung

Bei der Gl

�

attung wird versu
ht, jeden Knoten in die Mitte seiner Na
hbarknoten zu vers
hieben.

Hierf

�

ur wird jeweils ein gewi
hteter Mittelwert der Na
hbarknoten bere
hnet. Eine Wi
htung

ist notwendig um die Elementgr

�

o�e bei der Gl

�

attung ni
ht zu stark zu ver

�

andern. Die ver-

wendete Wi
htung ist abh

�

angig von der Anzahl der bena
hbarten Knoten des Na
hbarknotens

[S
hneiders 1996a℄:

�x =

1

P

n

i

X

�x

i

� n

i

(3.1)

Hierbei ist �x die neue Position den Knotens, �x

i

die Position der Na
hbarknoten und n

i

die

Anzahl der Na
hbarknoten des Na
hbarknotens. Das Gl

�

atten eines Knotens hat Ein
uss auf

die Gl

�

attung der umliegenden Knoten. Daher ist der Gl

�

attungsalgorithmus mehrfa
h f

�

ur das

gesamte Netz dur
hzuf

�

uhren. Das Gl

�

attungsverfahren konvergiert gut, so dass in den meisten

F

�

allen nur zwei bis drei Dur
hl

�

aufe f

�

ur das gesamte Netz notwendig sind. Bei der Gl

�

attung ist

besonders bei Viere
kelementen und bei einzelnen Fixpunkten auf die Geometrie sowie auf die

Gr

�

o�e der betro�enen Elemente zu a
hten.
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3.2 Gl

�

attung und Netzverbesserungen

3.2.2 Pat
hweises Verbessern

3.2.2.1 Irregul

�

are Punkte

Unter einem irregul

�

aren Punkt versteht man einen Punkt, der zu einer von der optimalen Anzahl

abwei
henden Anzahl von Elementen geh

�

ort. Die optimale Anzahl von angrenzenden Elemen-

ten entspri
ht der von strukturierten Netzen und wird in der Qualit

�

atsbes
hreibung dur
h das

Topologie-Kriterium (Abs
hnitt 3.4.1.1) bes
hrieben. Die optimalen Anzahlen sind der Tabelle

2.1 zu entnehmen. Irregul

�

are Punkte k

�

onnen dur
h pat
hweises Verbessern beseitigt oder in

ihrer Anzahl minimiert werden.

3.2.2.2 Pat
hweises Verbessern von Viere
knetzen

Die pat
hweise Verbesserung von Viere
knetzen wird von [Kinney 1997℄ vorgestellt. Zwei relativ

einfa
h zu verbessernde Elementpat
he sind in Abbildung 3.17 dargestellt. Die in der Abbildung

angegebenen Zahlen entspre
hen der Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Elemente. Ist

diese Anzahl gr

�

o�er oder glei
h f

�

unf, ist der Winkel der angrenzenden Elemente kleiner als 90

Æ

.

Bei einer Anzahl von drei liegt der innere Winkel der Elemente bei etwa 120

Æ

.

45

3 => 43

5 4

a) b)

=>33

5

5

4

4

c)

=>4

Abbildung 3.17: Verbesserbare Elementpat
he (Zahlen entspre
hen der Anzahl der an einen Kno-

ten angrenzenden Elemente)

Der in Abbildung 3.17 a) dargestellte Pat
h l

�

asst si
h dur
h Wegnehmen der vier Elemente

verbessern. Die beiden Knoten mit der Anzahl 3 fallen hierbei in den mittleren Knoten. Na
h

dem L

�

os
hen der Elemente haben alle Knoten die Anzahl vier.

Treten in einem Netz Elemente mit der glei
hen Anzahl von Na
hbarelementen auf, wie in

Abbildung 3.17 b) dargestellt, ist das Netz dur
h Wegnehmen des betre�enden Elementes zu

verbessern. Na
h dem Wegnehmen haben die verbleibenden Knoten vier angrenzende Viere
k-

elemente.

Die in Abbildung 3.17 
) dargestellte Verbesserungsm

�

ogli
hkeit wurde selbst entwi
kelt. Hier-

bei werden Knoten mit se
hs oder mehr angrenzenden Elementen aufgetrennt und ein neuer

Knoten in der N

�

ahe erzeugt. Mit diesem Knoten wird ein neues Elemente erstellt. Der proble-
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3 Netzgenerierung

matis
he Knoten sowie der neu erzeugte Knoten haben na
h dem Verbessern jeweils die optimale

Anzahl darauf referenzierender Elemente.

3.2.2.3 Pat
hweises Verbessern von Dreie
knetzen

Vers
hiedene Varianten zur pat
hweisen Verbesserung von Dreie
knetzen sind unter anderem

[Shew
huk 1997℄ zu entnehmen. In Abbildung 3.18 sind einige lei
ht zu verbessernde Element-

pat
he dargestellt. In den Abbildungen 3.18 a) und d) m

�

ussen jeweils zwei Dreie
ke gel

�

os
ht

werden. Eine Verbesserung der Qualit

�

at der Elemente des Elementpat
hes in 3.18 
) ist dur
h

Kippen der Diagonalen zu errei
hen. Dur
h Hinzuf

�

ugen sind die Elementpat
he in 3.18 b) und

e) zu verbessern.

6

6

66

7

7

55

6

6

6

5

8

5

b)

=> =>

a)

e)

=> =>

d) 8

8

44

6

6

6

5

5

6

6

6610

=>

c) 5

5

7 7

6

6

66

Abbildung 3.18: Verbesserbare Elementpat
he (Zahlen entspre
hen der Anzahl der an einen Kno-

ten angrenzenden Elemente)

3.2.2.4 Pat
hweises Verbessern von dreidimensionalen Netzen

F

�

ur Tetraeder- und Hexaedernetze sind aufgrund der Komplexit

�

at bisher no
h keine Ans

�

atze

f

�

ur die pat
hweise Verbesserung gefunden worden.
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3.3 Netzverfeinerung

3.3 Netzverfeinerung

Lokale Netzverfeinerungen sind Regionen, an denen in ein bestehendes Netz feinere bzw. kleinere

Elemente eingef

�

ugt werden. Bei der Verwendung der Finite-Elemente-Methode geben Fehlerin-

dikatoren Auskunft

�

uber notwendige Verfeinerungen des Netzes (siehe [Olden 1998℄). Netzver-

feinerungen sind hierbei unter anderem an Stellen mit Singularit

�

aten notwendig.

3.3.1 Dreie
kelemente

Vorgehensweisen zur Verfeinerung von Dreie
knetzen sind in [Bank und Xu 1996℄ bes
hrieben.

Eine Verfeinerung kann dur
h Aufteilen der Elemente in mehrere Elemente ges
hehen. Die Auf-

teilung eines Elementes in drei Dreie
ke ist in Abbildung 3.19 e) dargestellt. Oft ist eine Unter-

teilung der Seitenmitten zur Verfeinerung notwendig. Die m

�

ogli
hen F

�

alle mit einer, zwei und

drei zu verfeinernden Kanten eines Dreie
ks sind in Abbildung 3.19 a) - d) dargestellt.

a) b) c)

d) e)

Abbildung 3.19:

�

Ubergangsnetze zur Verfeinerung von Dreie
knetzen

3.3.2 Viere
kelemente

Die Verfeinerung von Viere
kelementen ist wesentli
h aufwendiger als die Verfeinerung von Drei-

e
kelementen oder Tetraederelementen. Man muss zwei Arten von Verfeinerungen unters
heiden:

die zweier-Verfeinerung und die dreier-Verfeinerung.

Die zweier-Verfeinerung von Viere
kelementen bes
hreibt [Kinney 1997℄. Sie bedeutet, dass

die betro�enen Kanten in der zu verfeinernden Region in jeweils zwei Teile geteilt werden. Bei

dieser Art von Verfeinerung ist nur ein

�

Ubergangsnetz m

�

ogli
h. Dieses teilt zwei aneinander

angrenzende Kanten (Abbildung 3.20 b)). Ein komplett verfeinertes Element ist in Abbildung

3.20 a) dargestellt.

Dieses nur eine m

�

ogli
he

�

Ubergangsnetz bringt starke Eins
hr

�

ankungen f

�

ur die Verfeinerung

der Netze mit si
h. Es ist ni
ht m

�

ogli
h beliebige Verfeinerungen in ein Netz einzubringen, da

immer Paare von zu verfeinernden Kanten entlang der Au�enkante der Verfeinerung gefunden
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3 Netzgenerierung

Neuer Knoten
alter Knoten auf Kante, die verfeinert werden muß

b)a)

Abbildung 3.20:

�

Ubergangsnetze der zweier-Verfeinerung von Viere
ken

werden m

�

ussen. In strukturierten Netzen ist dies oft m

�

ogli
h, in unstrukturierten Netzen sind

m

�

ogli
he Randpolygone mit gerader Anzahl von Polygonkanten ni
ht immer auÆndbar.

Beliebige Verfeinerungen k

�

onnen in unstrukturierte Viere
knetze nur mit Hilfe der dreier-

Verfeinerung eingebra
ht werden. Bei der dreier-Verfeinerung wird jede Elementkante in jeweils

drei Teilkanten unterteilt [S
hneiders 1996b℄.

Neuer Knoten
alter Knoten auf Kante, die verfeinert werden muß

a) b) c)

d) e) f)

Abbildung 3.21:

�

Ubergangsnetze der dreier-Verfeinerung von Viere
ken

Zum Einbau beliebiger Verfeinerungen in unstrukturierte Viere
knetze sind die in Abbildung

3.21 b) - e) dargestellten

�

Ubergangsnetze notwendig. Zur Verfeinerung m

�

ussen zuerst alle Knoten

der Elemente markiert werden, die komplett (Abbildung 3.21 f)) verfeinert werden sollen. In

einem n

�

a
hsten S
hritt m

�

ussen die jeweiligen Verfeinerungsnetze (Abbildung 3.21 b) -e)) in

Abh

�

angigkeit der Kanten gesu
ht werden, die am Rand des Verfeinerungsgebietes notwendig

sind.

Ein rekursives Vorgehen, das hei�t ein mehrfa
hes Verfeinern an einer Stelle, ist problemlos

m

�

ogli
h, indem der Verfeinerungsalgorithmus mehrmals hintereinander auf das Netz angewendet

wird. Hierdur
h erh

�

alt man je na
h Rekursionsanzahl vers
hieden stark verfeinerte Elemente. Bei

der verwendeten dreier-Verfeinerung wird ein Element dur
h maximal neun Elemente ersetzt,

na
h zwei Rekursionss
hritten erh

�

alt man s
hon 81 und na
h drei S
hritten sind es s
hon 729

Elemente. Eine mehrfa
he Verfeinerung an einer Stelle ist immer mit Beda
ht anzuwenden, da
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3.3 Netzverfeinerung

die Gesamtelementanzahl rapide steigen kann. In Abbildung 3.23 a) ist ein Netz dargestellt, das

an einer Stelle einmal und an einer anderen Stelle zweimal verfeinert wurde. Die Gesamtanzahl

der Elemente

�

anderte si
h dur
h diese Verfeinerungen von 48 auf 422.

Für alle Elemente

Für alle Verfeinerungsschritte

Für alle Elemente

Feststellen des notwendigen Übergangsnetzes
Einbauen des Übergangsnetzes
Einfügen der neuen Knoten, eventuell markieren

Markieren der Knoten der zu verfeinernden Kanten

Für alle betroffenen Knoten

Reduktion der Markierung 

Abbildung 3.22: Ablauf der lokalen Verfeinerung von Netzen

Zur rekursiven Verfeinerung sind die in Abbildung 3.22 dargestellten S
hritte notwendig.

Zuerst werden alle Knoten an den zu verfeinernden Kanten mit der Anzahl der notwendigen

Verfeinerungss
hritte markiert (Abbildung 3.24 a). Dana
h sind folgende S
hritte f

�

ur jeden Re-

kursionss
hritt der Verfeinerung notwendig:

S
hritt 1: Die passenden Verfeinerungsnetze werden entspre
hend Abbildung 3.20 gesu
ht und

eingebaut. Die hierbei entstehenden neuen Knoten werden markiert.

S
hritt 2: Bei allen Knoten im Netz wird die Markierung um eins reduziert (Abbildung 3.24 b).

a) b) 
)

Abbildung 3.23: Verfeinerung Viere
kelemente, a) Netz, b) Form-Kriterium, 
)Topologie-

Kriterium

Im Berei
h des

�

Ubergangs von groben zu feineren Elementen ist die Qualit

�

at der Elemente

relativ ung

�

unstig. Bei einem optimalen Ausgangsnetz, das nur Elemente mit Innenwinkeln von

90

Æ

und jeweils glei
her Seitenl

�

ange besitzt, erh

�

alt man Elemente mit Innenwinkeln von 45

Æ

und
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Seitenl

�

angen im Verh

�

altnis 1 : 3. Eine Darstellung der Qualit

�

at mit Hilfe des Form-Kriteriums

(siehe Abs
hnitt 3.4) ist in Abbildung 3.23 b) zu sehen. Hierbei zeigen dunkel markierte Elemente

eine s
hle
hte Qualit

�

at an. Im dargestellten Beispiel sind diese Elemente nur im Berei
h der

Verfeinerung zu �nden. Das Topologie-Kriterium (Abbildung 3.23 
), siehe Abs
hnitt 3.4), zeigt

ebenfalls die Problematik auf. Im Berei
h des

�

Ubergangs treten Knoten mit einer Anzahl von

angrenzenden Elementen unglei
h der optimalen Anzahl auf. So ist die Anzahl der an einen

Knoten angrenzenden Elemente im Berei
h der Verfeinerung von Viere
kelementen teilweise

se
hs oder sieben, was einem Innenwinkel von 60

Æ

bzw. 51; 4

Æ

entspri
ht.

22 1111

c)b)a)

Abbildung 3.24: Rekursive Verfeinerung

3.3.3 Tetraederelemente

a) b) 
)

d) e) f)

Abbildung 3.25:

�

Ubergangsnetze der Verfeinerung von Tetraedern

Tetraederelemente k

�

onnen

�

ahnli
h wie Dreie
kelemente in mehrere Elemente zerlegt werden.

Es ist m

�

ogli
h, dass au
h einzelne Knoten eingef

�

ugt werden. Die Aufteilung eines Tetraeders

bewirkt immer, dass mindestens zwei Fl

�

a
hen aufgeteilt werden, sodass hierdur
h jeweils min-
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3.4 Qualit

�

atsbes
hreibung

destens zwei bena
hbarte Tetraeder ebenfalls verfeinert werden m

�

ussen. In der Abbildung 3.25

ist ein Teil der m

�

ogli
hen Verfeinerungen dargestellt. Weitere Verfeinerungen von Tetraedern

ergeben si
h aus Kombinationen der dargestellten Verfeinerungen.

3.3.4 Hexaederelemente

Bei Hexaederelementen ist das Verfeinern wesentli
h s
hwieriger als bei allen anderen Elementen.

Eine zweier-Verfeinerung ist wie bei den Viere
kelementen nur in strukturierten Netzen sinnvoll.

Aufgrund des nur einen m

�

ogli
hen

�

Ubergangsnetzes (Abbildung 3.26 b)) ist das Finden von

verfeinerbaren Regionen s
hwierig und ni
ht immer m

�

ogli
h. Dies s
hr

�

ankt die Auswahl des zu

verfeinernden Gebietes weiter ein.

b)a)

Abbildung 3.26:

�

Ubergangsnetze der zweier-Verfeinerung von Hexaedern

Eine dreier-Verfeinerung ist bei unstrukturierten Netzen die einzige brau
hbare M

�

ogli
hkeit

zur Adaption. Diese ist allerdings nur f

�

ur konvexe Teilberei
he m

�

ogli
h. Hierf

�

ur sind die in Ab-

bildungen 3.27 a) - e) dargestellten

�

Ubergangsnetze notwendig. Bei ni
ht vollst

�

andig konvexen

Teilgebieten brau
ht man 22 vers
hiedene

�

Ubergangsnetze [S
hneiders u. a. 1996b℄, die aus sinn-

vollen Kombinationen der Ober


�

a
hen (Abbildungen 3.21 b) - f)) gebildet werden. Von diesen 22

notwendigen

�

Ubergangsnetzen lassen si
h einige, wie z.B. das in Abbildung 3.27 f) dargestellte,

beweisbar ni
ht generieren [Mit
hell 1996℄. Rekursives Anwenden zur mehrfa
hen Verfeinerung

ist entspre
hend der Vorgehensweise f

�

ur Viere
kelemente m

�

ogli
h.

3.4 Qualit

�

atsbes
hreibung

An vers
hiedenen Stellen innerhalb eines Netzgenerators ist die geometris
he Bewertung der

Qualit

�

at einzelner Elemente, einzelner Knoten oder des gesamten Netzes notwendig. Dies ist

unter anderem beim Zusammenfassen von Dreie
ken zu Viere
ken, bei der Netzverbesserung,

beim Gl

�

atten oder bei der Bewertung der gesamten Diskretisierung der Fall.

Die Qualit

�

atsbes
hreibungen lassen si
h in knotenorientierte und elementorientierte Kriterien

unterteilen. Das gesamte Netz kann beurteilt werden, indem man die Summe des jeweiligen

Indikators

�

uber das gesamte Netz bildet:
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3 Netzgenerierung

b)a)

c)

f)

d)

e)

zu verfeinernder Knoten

zu verfeinernde Kante

Abbildung 3.27:

�

Ubergangsnetze der dreier-Verfeinerung von Hexaedern
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3.4 Qualit

�

atsbes
hreibung

q

gesamt

=

1

n

n

X

i=1

q

Element=Knoten

(3.2)

wobei q

gesamt

die Qualit

�

at des Netzes, n die Element- bzw. Knotenanzahl und q

Element=Knoten

die Qualit

�

at des einzelnen Elementes bzw. Knotens ist.

3.4.1 Knotenorientierte Kriterien

3.4.1.1 Topologie-Kriterium

[Frey und Field 1991℄ stellen einen relativ einfa
h in ein Programm einzubauenden Indikator

f

�

ur die Netzqualit

�

at vor, der als Winkelindikator interpretiert werden kann. De�niert ist der

Indikator f

�

ur Dreie
ke dur
h:

�

t

= jÆ � 6j (3.3)

Eine Anwendung auf Viere
knetze, Tetraeder und Hexaeder ist in der Literatur ni
ht vorge-

s
hlagen, aber entspre
hend der Tabelle 2.1 herleitbar. F

�

ur Viere
ke:

�

t

= jÆ � 4j (3.4)

F

�

ur Tetraeder:

�

t

= jÆ � 24j (3.5)

F

�

ur Hexaeder:

�

t

= jÆ � 8j (3.6)

Hierbei ist Æ die Anzahl der Elemente an einem Knoten. Ein optimales Netz, d.h. ein Drei-

e
knetz mit jeweils 6 Dreie
ken pro Knoten oder ein Viere
knetz mit jeweils 4 Elementen je

Knoten, hat �

t

= 0. Die Qualit

�

at eines Netzes ist gr

�

o�er, je kleiner �

t

ist.

Das Topologie-Kriterium ist ein Kriterium zum AuÆnden von Knoten mit einer ung

�

unstigen

Anzahl von darauf referenzierenden Elementen. Diese Knoten sind irregul

�

are Punkte und lassen

si
h dur
h Topologieverbesserungen entspre
hend Abs
hnitt 3.2.2 verbessern. Eine Verbesserung

ist besonders bei Netzen aus Viere
kelementen und Hexaederelementen sinnvoll, da dort jede

Abwei
hung von der optimalen Anzahl sofort s
hle
htere Qualit

�

at na
h den

�

ubrigen Kriterien

darstellt. Irregul

�

are Punkte lassen si
h in unstrukturierten Netzen ni
ht vermeiden. Zum einen

sind sie zur Approximation der Geometrie notwendig, zum anderen ist eine lokale Verfeinerung

nur dur
h irregul

�

are Punkte m

�

ogli
h. Anwendbar ist dieses Kriterium f

�

ur alle Netze mit einer

Elementart unter Ber

�

u
ksi
htigung der Tabelle 2.1.
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a) b)
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Abbildung 3.28: Topologie Kriterium a) Netz (grau =̂ gute Qualit

�

at, s
hwarz =̂ s
hle
hte Qua-

lit

�

at, wei� =̂ Randknoten), b) Verteilung

3.4.2 Elementorientierte Kriterien

3.4.2.1 Umkreisradius-Kriterium

Ein Kriterium zum Bewerten der Qualit

�

at der Elemente ist das Umkreisradius-Kriterium

(
ir
umradius-to-shortest-edge ratio), das in [Talmor u. a. 1995℄ bes
hrieben wurde. De�niert

wird das Kriterium dur
h den Quotienten aus dem Umkreisradius und der k

�

urzesten Kan-

tenl

�

ange eines Dreie
ks (siehe Abbildung 3.29):

B =

r

d

(3.7)

Dieses Kriterium l

�

asst si
h problemlos au
h auf Tetraedernetze anwenden. Hierbei ist dann der

Umkreisradius dur
h den Radius der ums
hlie�enden Kugel zu ersetzen. Der Qualit

�

atsparameter

B f

�

ur ein Finite-Elemente-Netz ist eine obere Grenze f

�

ur alle Dreie
kelemente eines Netzes.

In [Chew 1989℄ wird als obere Grenze f

�

ur Dreie
knetze B < 1 vorges
hlagen. F

�

ur glei
hseitige

Dreie
ke ergibt das Umkreisradius-KriteriumdenWert 0, f

�

ur ung

�

unstige Dreie
ke einen kleineren

Wert, der als untere S
hranke 1 hat.

α

2α

r

d

Abbildung 3.29: Umkreisradius-Kriterium
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3.4 Qualit

�

atsbes
hreibung

Der Qualit

�

atsparameter B =

r

d

l

�

asst si
h in ein Winkelkriterium

�

uberf

�

uhren. Abbildung 3.29

ist zu entnehmen, dass d = 2r sin� ist. Umgeformt w

�

urde dies f

�

ur den kleinsten Innenwinkel im

Netzwerk bedeuten:

� = ar
sin

1

2B

(3.8)

a) b)
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Umkreis-Kriterium

Abbildung 3.30: Umkreisradius-Kriterium a) Netz (wei� =̂ gute Qualit

�

at, s
hwarz =̂ s
hle
hte

Qualit

�

at), b) Verteilung

Bei einer Vorgabe von B < 1 ergibt si
h daraus f

�

ur den kleinsten Innenwinkel, dass er gr

�

o�er

als 30

Æ

sein muss . Dieses Kriterium ist vorteilhaft bei der Delaunay-Triangulierung zur Identi-

�kation von ung

�

unstigen Dreie
ken anzuwenden, da bei der Delaunay-Triangulierung der Um-

kreisradius normalerweise bekannt ist. Die Verteilung der Qualit

�

at der Elemente ist entspre
hend

Abbildung 3.30 b) meist linear bis quadratis
h, wodur
h au
h relativ s
hle
hte Elemente no
h

gut aufgefunden werden k

�

onnen.

Das Umkreis-Kriterium su
ht entspre
hend der Glei
hung 3.8 na
h den Elementen, die den

kleinsten Innenwinkel haben. Elemente mit zwei kleinen Innenwinkeln werden als s
hle
ht iden-

ti�ziert.

Der Werteberei
h von B liegt zwis
hen 0 und 1, wobei 0 f

�

ur Elemente mit dem kleinsten

Innenwinkel von 60

Æ

und 1 f

�

ur Elemente mit dem kleinsten Innenwinkel von 30

Æ

steht. Eine An-

wendung des Kriteriums ist nur bei Dreie
k- und Tetraederelementen m

�

ogli
h. F

�

ur andere Ele-

mentarten wie Viere
ke oder Hexaeder ist der kleinste Innenwinkel ein ung

�

unstiger Indikator f

�

ur

die Qualit

�

at.

3.4.2.2 Form-Kriterium

Das Form-Kriterium � f

�

ur Dreie
ke wurde von [Cavendish 1974℄ vorges
hlagen. De�niert ist

es als Quotient aus der Dreie
k


�

a
he und den Summen der Quadrate der Kantenl

�

angen sowie

einem Normierungsfaktor:
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3 Netzgenerierung

� =

4 �

p

3 � A

P

l

2

i

(3.9)

li

α = 1.0 α = 0.333

Abbildung 3.31: Form-Kriterium

Hierbei ist A die Fl

�

a
he des Dreie
ks und l

i

sind die L

�

angen der Kanten. Die Qualit

�

at eines

Dreie
ks ist um so besser, je gr

�

o�er der Wert � ist. Die Obergrenze ist � =

4�

p

3�

p

3

12

= 1:0 f

�

ur ein

glei
hseitiges Dreie
k.

Einige Algorithmen zur Generierung von Finite-Elemente-Netzen ben

�

otigen zum Errei
hen

des Delaunay-Kreiskriteriums ein We
hseln der Diagonale zwis
hen zwei bena
hbarten Dreie
ken

(siehe Abbildung 3.31). Zum Aufzeigen eines notwendigen We
hsels ist das Form-Kriterium ein

brau
hbares Ma�.

Das Form-Kriterium wird im Rahmen dieser Arbeit auf Viere
ke, Tetraeder und Hexaeder

�

ubertragen. F

�

ur Viere
ke ergibt si
h:

� =

4 �A

P

l

2

i

(3.10)

Im Dreidimensionalen zieht man f

�

ur den Verglei
h den Quotienten des Volumens zu der

Summe der Volumen der W

�

urfel

�

uber den Kantenl

�

angen heran. F

�

ur Tetraeder ergibt si
h:

� =

12 �

p

2 � V

P

l

3

i

(3.11)

F

�

ur Hexaeder ergibt si
h:

� =

12 � V

P

l

3

i

(3.12)

F

�

ur optimale Elemente ergibt das Form-Kriterium den Wert 1, f

�

ur ung

�

unstige Elemente einen

kleineren Wert, der als untere S
hranke 0 hat.

Das Form-Kriterium su
ht na
h Glei
hung 3.9 na
h den Elementen, bei denen eine Kante

eine deutli
h andere L

�

ange als die anderen Kanten hat. Hierdur
h werden unter anderem gute

Elemente mit einem oder zwei spitzen bzw. einem stumpfen Innenwinkel gefunden. Das Kriteri-

um liefert Werte im Berei
h von 0 und 1, wobei 1 f

�

ur Elemente mit glei
h langen Kanten und 0

f

�

ur Elemente mit stark unters
hiedli
h langen Kanten steht.
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a) b)
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Abbildung 3.32: Form-Kriterium a) Netz (wei� =̂ gute Qualit

�

at, s
hwarz =̂ s
hle
hte Qualit

�

at),

b) Verteilung

Die Verteilung der Qualit

�

at der Elemente ist entspre
hend Abbildung 3.32 b) meist linear bis

quadratis
h, wodur
h au
h relativ s
hle
hte Elemente no
h gut gefunden werden k

�

onnen. Eine

Anwendung des Form-Kriteriums ist f

�

ur beliebige Elemente m

�

ogli
h und sinnvoll.

3.4.2.3 Geometrie-Kriterium

[Shimada u. a. 1997℄ s
hlagen zum Bewerten von Netzen ein Geometrie-Kriterium vor. Dieses

ist de�niert dur
h:

�

g

=

1

m

m

X

i=1

(0:5�

r

i

R

i

) (3.13)

Das Geometrie-Kriterium teilt den Innenkreisradius dur
h den Umkreisradius. Die Erweite-

rung des Kriteriums ist problemlos f

�

ur Tetraeder m

�

ogli
h. Hierbei m

�

ussen die Radien der Kreise

nur dur
h die Radien der Kugeln ersetzt werden.

a) b)
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Abbildung 3.33: Geometrie-Kriterium a) Netz (wei� =̂ gute Qualit

�

at, s
hwarz =̂ s
hle
hte Qua-

lit

�

at), b) Verteilung
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3 Netzgenerierung

Dieses Verh

�

altnis des Innenkreises zum Umkreis ist f

�

ur glei
hseitige Dreie
ke 0:5 und f

�

ur

stumpfwinklige Dreie
ke strebt es gegen 0. Je kleiner der Indikator �

g

ist, desto regul

�

arer ist

das jeweilige Element. Als obere Grenze kann der Indikator den Wert 1 annehmen. Dreie
ke mit

einem spitzen Innenwinkel werden s
hle
ht erkannt.

Die Verteilung der Qualit

�

at der Elemente ist entspre
hend Abbildung 3.33 b) meist qua-

dratis
h bis logarithmis
h, wodur
h au
h relativ s
hle
hte Elemente kaum aufgesp

�

urt werden

k

�

onnen. Der Werteberei
h ist normiert. Eine Anwendung des Indikators ist nur f

�

ur Dreie
ke und

Tetraeder m

�

ogli
h.

3.4.2.4 Gemis
hter Indikator

Ein gemis
hter Indikator wird von [S
h

�

oberl 1997℄ vorgestellt. Dieser Indikator kann zum einen

ung

�

unstige Elemente aufsp

�

uren, aber au
h die Qualit

�

at eines gesamten Netzwerkes beurteilen.

Die Qualit

�

at eines Dreie
ks wird mit:

E(T ) =

p

3

36

(

3

P

i=1

l

i

)

2

A

+

3

X

i=1

(

l

i

h

i

+

h

i

l

i

� 2) (3.14)

und die Qualit

�

at eines Tetraeder mit:

E(T ) =

1

6

4

p

2

(

3

P

i=1

l

i

)

3

V

+

3

X

i=1

(

l

i

h

i

+

h

i

l

i

� 2) (3.15)

bere
hnet. Hierbei sind l

i

die Kantenl

�

angen und h

i

die zugeh

�

origen H

�

ohen, A die Dreie
k-




�

a
he und V das Volumen. Der Optimalwert von E(T ) ist 1, ung

�

unstige Triangulierungen bzw.

Elemente haben gr

�

o�ere Werte. Eine obere S
hranke kann ni
ht angegeben werden.
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Abbildung 3.34: Gemis
hter Indikator a) Netz (wei� =̂ gute Qualit

�

at, s
hwarz =̂ s
hle
hte Qua-

lit

�

at), b) Verteilung
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�

atsbes
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Der in Glei
hung 3.14 dargestellte Indikator besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil

p

3

36

(

3

P

i=1

l

i

)

2

A

su
ht na
h stumpfwinkligen Elementen, der zweite Teil

3

P

i=1

(

l

i

h

i

+

h

i

l

i

� 2) na
h Elementen mit

kleinem Innenwinkel.

Die Verteilung der Qualit

�

at der Elemente ist entspre
hend Abbildung 3.34 b) meist linear bis

quadratis
h. Eine Normierung des Werteberei
hs ist ni
ht vorhanden, wodur
h das Aufsp

�

uren

relativ s
hle
hter Elemente ers
hwert wird. Das glei
hzeitige Bewerten na
h zwei Kriterien hat

Vor- und Na
hteile. Eine Optimierung na
h mehreren Kriterien ist allgemein immer sinnvoll.

Dur
h die Mis
hung ist ni
ht festzustellen wel
hes Teilkriterium verletzt wird. Eine Teilung des

Kriteriums in zwei Teilkriterien, f

�

ur die jeweils die Qualit

�

at bestimmt wird, ers
heint sinnvoll.

Eine Anwendung des Indikators ist nur f

�

ur Dreie
ke und Tetraeder m

�

ogli
h.

3.4.3 Bewertung der Kriterien

Bei der Bewertung der Kriterien ist auf vers
hiedene Bedingungen zu a
hten. Zum einen sollte

ein Indikator f

�

ur beliebige Elemente anwendbar sein und zum anderen sollte der Indikator ni
ht

nur das s
hle
hteste Element, sondern au
h Elemente mit relativ s
hle
hter Qualit

�

at aufzeigen.

Eine Normierung des Werteberei
hs ist f

�

ur eine Implementierung in Programmen vorteilhaft.

Das Umkreisradius-Kriterium, das Form-Kriterium und der gemis
hte Indikator zeigen gut

ung

�

unstige, zu verbessernde Elemente auf und sind daher f

�

ur Dreie
kelemente glei
hwertig. We-

gen der oben bes
hriebenen Na
hteile ist das Geometrie-Kriterium f

�

ur Dreie
knetze ni
ht zu

empfehlen. Das Form-Kriterium wurde im Rahmen dieser Arbeit den anderen Kriterien zur

Bewertung der Qualit

�

at von Elementen und Elementnetzen vorgezogen, da es auf beliebige Ele-

mentarten anwendbar ist.

Ein Verglei
h des Topologie-Kriteriums mit den anderen Kriterien ist s
hle
ht m

�

ogli
h und

ni
ht sinnvoll, da dieses knoten- und ni
ht elementorientiert ist. Aufgrund seiner einfa
hen An-

wendbarkeit auf beliebige Elementnetze ers
heint es als guter Indikator f

�

ur Netze.
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4 Parallele Netzgenerierung

Bei der Bere
hnung gro�er me
hanis
her Systeme mit Hilfe der Methode der Finiten-Elemente

hat si
h die Verwendung von Parallelre
hnern als vorteilhaft erwiesen. F

�

ur eine Bere
hnung ana-

log der in Abs
hnitt 2.3 bes
hriebenen Substrukturte
hnik ist eine ni
ht

�

uberlappende Gebiets-

aufteilung notwendig. Bei sehr gro�en Systemen kann es vorkommen, dass das Finite-Elemente-

Netz ni
ht in den Hauptspei
her eines Re
hners geladen werden kann. Hier bietet si
h die paral-

lele Netzgenerierung an, da diese jeweils nur Teilnetze auf jedem einzelnen Prozessor spei
hert.

Ein angenehmer Nebene�ekt der parallelen Netzgenerierung ist, dass eine zeitaufwendige Parti-

tionierung des Elementnetzes entf

�

allt.

Die hier verwendete Vorgehensweise zur parallelen Netzgenerierung eignet si
h sowohl f

�

ur

zweidimensionale als au
h f

�

ur dreidimensionale Netze, wobei die in Abs
hnitt 3 bes
hriebenen

Probleme der Hexaedervernetzung in diesem Berei
h Eins
hr

�

ankungen ma
hen. Die Form der

ums
hlie�enden Geometrie kann beliebig sein, sie kann sogar aus mehreren Teilen bestehen.

Lokale Verfeinerungen des Netzes sind m

�

ogli
h.

4.1 Vorgehensweise

Der im Rahmen dieser Arbeit verwendete Ansatz zur Parallelisierung eines Netzgenerators ar-

beitet wie folgt:

Teilen der Geometrie: Die Geometrie wird, wie in Abbildung 4.1 dargestellt, rekursiv mit der

S
hwera
hsenmethode [Farhat und Lesoinne 1993℄ in n S
hritten in 2

n

Teilgebiete geteilt.

Eine Teilung in zwei etwa glei
h gro�e Teilgebiete wird in jedem Rekursionss
hritt errei
ht.

Die Qualit

�

at der Teilung ist problemabh

�

angig und wird dur
h die Di
htefunktion, die die

Elementgr

�

o�en bes
hreibt, gesteuert. Die Teilung l

�

auft w

�

ahrend des Programmablaufes

parallel f

�

ur alle Prozessoren ab, wobei jeder Prozessor sein eigenes Teilgebiet bere
hnet. F

�

ur

die Gebietszerlegung ist daher keine Kommunikation zwis
hen den Prozessoren notwendig.

Die Diskretisierung des Randes wird entspre
hend der Verteilungsfunktion dur
hgef

�

uhrt.

Dana
h wird der S
hwerpunkt der Geometrie mit den Koordinaten x

s

, y

s

und im drei-

dimensionalen Fall zus

�

atzli
h mit z

s

bestimmt und eine Koordinatentransformation des

Ursprungs in den S
hwerpunkt vorgenommen. Die Eigenvektoren der Fl

�

a
hentr

�

agheits-

momente I

x

, I

y

und I

z

sowie der Deviationsmomente I

xy

, I

yz

und I

xz

ergeben die

S
hnitta
hsen- bzw. S
hnittebenenri
htung. Die Geometrie wird nun entlang der S
hnit-

ta
hse geteilt, wobei der Rand nur an vorher vorhandenen Knoten ges
hnitten werden

darf. Hierdur
h kann es zu Kni
ken in der S
hnittlinien kommen.
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y

xS

y

x

a) c) d)b)

α

Abbildung 4.1: Rekursives Teilen mit der S
hwera
hsenmethode

Festlegung der Koppelknoten: Na
h jeder Teilung der Geometrie wird die Diskretisierung

auf den Koppelr

�

andern festgelegt, sodass w

�

ahrend der Netzgenerierung keine Kommunika-

tion notwendig ist. Das ist au
h der Grund, warum eine Anwendung der Methode bei der

Erzeugung von dreidimensionalen Hexaedernetzen ni
ht m

�

ogli
h ist. Hexaedernetze lassen

si
h ni
ht mit einer vorgegebenen Randdiskretisierung erstellen.

Generierung der Teilnetze: In einem letzten S
hritt wird nun parallel auf allen Prozessoren

ein Netz f

�

ur das Teilgebiet mit einem sequentiellen Netzgenerator erzeugt. Dur
h die vor-

gegebene Randdiskretisierung ist eine Kompatibilit

�

at der Elemente automatis
h gegeben.

4.2 Bes
hreibung der Geometrie

Im Rahmen der Arbeit wird die Parallelisierung f

�

ur zweidimensionale und zweieinhalbdimensio-

nale Netze realisiert. F

�

ur die Netzgenerierung ist eine eindeutige Bes
hreibung der zu vernet-

zenden Geometrie notwendig.

Geometrie: Eine f

�

ur zweidimensionale Probleme

�

ubli
he Bes
hreibung wird verwendet, die

aus berandenden Polygonz

�

ugen, L

�

o
hern, inneren Linien und Fixpunkten bestehen kann. Je-

dem Punkt k

�

onnen H

�

oheninformationen zugeordnet werden. Die Notwendigkeit mehrerer be-

randender Polygonz

�

uge ergibt si
h aus dem Ansatz der Parallelisierung, der auf der Teilung der

Geometrie basiert und unter Umst

�

anden einen Polygonzug in mehrere Teilpolygonz

�

uge zerteilt

(Abbildung 4.2).

Punkt: Ein Punkt ist ein geometris
her Ort, der dur
h seine dreidimensionalen Koordinaten

bes
hrieben wird. Jeder Punkt kann einen Wert f

�

ur die angestrebte Kantenl

�

ange der Element-

kanten in der N

�

ahe des Punktes sowie weitere z-Koordinaten aufweisen.
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4.3 Teilung der Geometrie

a) b)

Abbildung 4.2: a) Ausgangspolygon, b) mehrere Polygonz

�

uge im wei�en Teilgebiet auf einem

Prozessor na
h Teilung f

�

ur vier Prozessoren

Polygonzug: Die berandenden Polygonz

�

uge sind ges
hlossene Polygone, die jeweils aus meh-

reren Kanten bestehen, die auf jeweils zwei Punkte zeigen. Dur
h die Ri
htung der Polygonz

�

ugen

kann man einfa
h festlegen, ob ein Punkt au�erhalb oder innerhalb eines Polygonzuges liegt. Da-

her wird de�niert, dass die Gebietsberandung im mathematis
h negativen Drehsinn angegeben

werden muss.

Linie: Eine Linie ist die direkte Verbindung zwis
hen zwei Punkten. W

�

ahrend der Netzgene-

rierung muss darauf gea
htet werden, dass kein Element eine Linie

�

uberde
kt. Linien werden

vor allem zum Einbau der Randbedingungen in das Finite-Elemente-Netz ben

�

otigt.

Fixpunkt: Fixpunkte sind Punkte innerhalb einer Geometrie, die der Nutzer aus vers
hiede-

nen Gr

�

unden ben

�

otigt. So kann es z.B. notwendig sein, an einem Punkt ein Ergebnis zu erhalten

oder eine Randbedingung an eine bestimmte geometris
he Stelle zu legen.

Lo
h: Ein Lo
h wird dur
h ein ges
hlossenes Polygon bes
hrieben, wobei hier der Umfah-

rungssinn entgegengesetzt der der Randpolygone ist. Dur
h Teilungen der Geometrie kann es

vorkommen, dass aus dem Polygonzug eines Lo
hes ein Randpolygon wird.

4.3 Teilung der Geometrie

Beim Teilen der Geometrie sind einige Besonderheiten zu bea
hten. In Abbildung 4.3 a) ist

eine Geometrie dargestellt, die aus einem Polygonzug, einem Lo
h, einer Linie und einem Punkt

besteht. Die Berandung besteht aus einem Polygonzug, dessen Umlaufsinnmathematis
h negativ

ist. Das Lo
h ist ein Polygonzug in mathematis
h positiver Ri
htung.

In Abbildung 4.3 b) ist die Diskretisierung der Polygonz

�

uge und Linien sowie die erste S
hnitt-

linie dargestellt. Die S
hnittlinie s
hneidet die Polygonz

�

uge immer an Knoten.
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4 Parallele Netzgenerierung

d)c)

a) b)

Knoten auf Loch

Knoten auf Linie

Fixpunkt

ZwischenknotenKnoten auf Rand

Schnittlinie

Abbildung 4.3: Teilung einer Geometrie

Beim Teilen der Geometrie wird der Randpolygonzug geteilt (Abbildung 4.3 
)). Falls L

�

o
her

geteilt werden m

�

ussen, werden diese in das Randpolygon integriert. Unter Umst

�

anden kann es

bei der Teilung vorkommen, dass die Ri
htung von Teilen der Polygonz

�

ugen umgedreht werden

muss.

Linien d

�

urfen nur an Knoten ges
hnitten werden. S
hneidet eine S
hnittlinie eine Linien, ist

die S
hnittlinie dur
h einen Knoten der Linie zu legen. Die S
hnittlinie kann dana
h einen Kni
k

aufweisen (Abbildung 4.3 d), links). Liegt ein Fixpunkt n

�

aher als eine Elementkantenl

�

ange ent-

fernt von einer S
hnittlinie, ist die S
hnittlinie ebenfalls dur
h den Fixpunkt zu legen (Abbildung

4.3 d), re
hts).

4.4 Geometrieverarbeitung

Beim Teilen der Geometrie ist es notwendig festzustellen, wel
he Teile der Originalgeometrie wei-

ter verwendet werden. Hierf

�

ur muss

�

uberpr

�

uft werden, auf wel
her Seite des Teilungspolygons ein

Punkt, eine Kante oder ein Lo
h liegen. Die hierf

�

ur notwendigen geometris
hen

�

Uberpr

�

ufungen

werden im Folgenden dargestellt:
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4.4 Geometrieverarbeitung

Punkt auf Punkt: Zur

�

Uberpr

�

ufung, ob zwei Punkte an der selben Stelle liegen, ist es not-

wendig dem zu

�

uberpr

�

ufenden Punkt P eine �-Umgebung zuzuweisen, innerhalb derer

alle weiteren Punkte als geometris
h glei
h angesehen werden. In Abbildung 4.4 ist die

�-Umgebung des Punktes P dargestellt. Punkt A wird als geometris
h glei
h angesehen,

da er in der �-Umgebung liegt, der Punkt B ni
ht. Bei der

�

Uberpr

�

ufung wird das Quadrat

des Abstands der Punkte mit Hilfe des Satzes von Pythagoras bestimmt und mit dem

Quadrat von � vergli
hen. Die Ermittlung eines Wertes f

�

ur � muss in Abh

�

angigkeit der

Abmessungen der Geometrie ges
hehen.

P

A B

ε

Abbildung 4.4: �-Umgebung eines Punktes P

Punkt auf Linien: Die

�

Uberpr

�

ufung, ob ein Punkt auf einer Linie liegt, kann nur unter Zuhil-

fenahme einer �-Umgebung der Linie erfolgen. Diese Umgebung muss, wie in Abbildung 4.5

dargestellt, aus einer �-Umgebung der Kante sowie den beiden �-Umgebungen der Punkte

bestehen. Die

�

Uberpr

�

ufung ist daher zweigeteilt. Zum einen wird der Punkt-auf-Punkt

Test f

�

ur beide Endpunkte dur
hgef

�

uhrt (Punkt D). Zum anderen wird der Lotfu�punkt

des zu untersu
henden Punktes auf der Linie bestimmt (Punkt C). Falls dieser zwis
hen

den Endpunkten liegt, wird das Quadrat des Abstands des Punktes und des Lotfu�punktes

mit dem Quadrat von � vergli
hen. Die Festlegung eines Wertes von � kann entweder in

Abh

�

angigkeit der Gesamtgeometrie oder in Abh

�

angigkeit der L

�

ange der Kante ges
hehen.

A B

ε

C

D

Abbildung 4.5: �-Umgebung einer Linie

Punkt in Polygon: Ob ein Punkt innerhalb eines Polygonzuges liegt, ist wesentli
h aufwen-

diger festzustellen als die Dur
hf

�

uhrung der beiden oben dargestellten Tests. Zur

�

Uber-

pr

�

ufung wird ein Punkt P im Unendli
hen erzeugt (siehe Abbildung 4.6). Von dem zu

�

uberpr

�

ufenden Punkt wird ein Strahl zum Punkt P gezogen und die Anzahl der ges
hnit-

tenen Kanten ermittelt. Ist die Anzahl wie bei Punkt A ungerade, liegt der Punkt innerhalb
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4 Parallele Netzgenerierung

des Polygons. Ist die Anzahl gerade wie bei Punkt B, liegt der Punkt au�erhalb des Po-

lygons. Der Strahl von Punkt C zum Punkt P geht dur
h einen E
kpunkt des Polygons.

Hier ist eine Sonderbehandlung notwendig, da festgestellt werden muss, ob der Strahl den

Polygonzug nur ber

�

uhrt oder ihn an dem E
kpunkt s
hneidet.

B

A

P

C

Abbildung 4.6:

�

Uberpr

�

ufung Punkt in Polygon

4.5 Lastverteilungsfunktion

Um auf allen Prozessoren eine glei
h gro�e Re
henlast zu errei
hen, wird eine Lastverteilungs-

funktion f

�

ur die Geometrie eingef

�

uhrt. An Stellen, an denen kleinere Element entstehen sollen,

hat diese Funktion gr

�

o�ere Werte, an Stellen, an denen gr

�

o�ere Elemente angestrebt werden,

kleinere Werte. Diese Lastverteilungsfunktion wird bei der Bere
hnung des S
hwerpunktes bzw.

der Tr

�

agheitsmomente ber

�

u
ksi
htigt und bewirkt eine Vers
hiebung des S
hwerpunktes des

Gebietes in Ri
htung der kleineren Elemente. Zur Bere
hnung des S
hwerpunktes ergeben si
h

folgende Glei
hungen:

x

s

=

R

x � f(x; y)dA

R

f(x; y)dA

(4.1)

y

s

=

R

y � f(x; y)dA

R

f(x; y)dA

(4.2)

Die Tr

�

agheitsmomente bzw. S
hwera
hsen bere
hnen si
h na
h der Koordinatentransformation

dann wie folgt:

I

�x

=

Z

�y

2

� f(�x; �y)dA (4.3)

I

�y

=

Z

�x

2

� f(�x; �y)dA (4.4)

I

�x�y

= �

Z

�x � �y � f(�x; �y)dA (4.5)
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4.5 Lastverteilungsfunktion

Die Lastverteilungsfunktion ist abh

�

angig von der anzustrebenden Kantenl

�

ange der Elemente

und wird f

�

ur zweidimensionale Netze folgenderma�en bere
hnet:

f(�x; �y) =

1

w

2

(4.6)

wobei w die angestrebte Kantenl

�

ange an der Stelle x; y ist. F

�

ur dreidimensionale Netze ergibt

si
h:

f(�x; �y) =

1

w

3

(4.7)

a) b)

x

y
w

y
w

x

 

 

Abbildung 4.7: Lastverteilungsfunktion von Verfeinerungen

In Abbildung 4.7 a) ist die Lastverteilungsfunktion f

�

ur ein Viere
k mit feineren Elementen in

einer E
ke dargestellt. Das resultierende FE-Netz mit Viere
kelementen ist in Abbildung 4.8 a)

dargestellt.

a) b)

Abbildung 4.8: FE-Netz mit Verfeinerungen

Verfeinerungen, die mit der dreier-Verfeinerung na
h Abs
hnitt 3.3.2 und 3.3.4 in ein Netz ein-

gebaut werden sollen, ben

�

otigen eine spezielle Lastverteilungsfunktion. In 4.7 b) ist die Funktion

zur Verfeinerung einer E
ke dargestellt. In der E
ke mit der Verfeinerung ist die Elementkan-

tenl

�

ange

1

3

so lang wie im Rest des Netzes. Daher muss der Wert der Lastverteilungsfunktion hier

9 bzw. 27 mal so gro� sein. Das resultierende FE-Netz mit Viere
kelementen ist in Abbildung

4.8 b) dargestellt.
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4 Parallele Netzgenerierung

Die L

�

osung der Integrale wird mit Hilfe der Gau�integration dur
hgef

�

uhrt. Hierf

�

ur ist eine

Zerlegung der gesamten Geometrie in grobe Dreie
ke notwendig. Diese Triangulierung verwendet

nur die vorher s
hon vorhandenen Knoten und erzeugt keine neuen.

4.6 Beispiel

An einem Beispiel soll nun der Parallelisierungsansatz demonstriert werden. Eine Darstellung der

Geometrie des Problems ist in Abbildung 4.1 und 4.2 zu sehen. Anhand von zwei vers
hiedenen

Diskretisierungen der Geometrie sollen Grenzen des Ansatzes gezeigt werden.

Abbildung 4.9: Netz mit Diskretisierung 1 und Diskretisierung 2

Die sequentiell erzeugten Diskretisierungen mit Dreie
kelementen sind in Abbildung 4.9 dar-

gestellt. Diskretisierung 1 hat 
a. 1900 Elemente, Diskretisierung 2 
a. 12500 Elemente.

Abbildung 4.10: Partitionierung mit vier und a
ht Prozessoren
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4.6 Beispiel

Die Partitionierung der Diskretisierung 1 in vier Teilgebiete ist in Abbildung 4.10 a) dar-

gestellt. In Abbildung 4.10 b) ist die in a
ht Teilgebiete aufgeteilte Diskretisierung 2 zu sehen.

Unters
hiede in der Teilung sind unter anderem an der einspringenden E
ke zu erkennen. Bei der

Diskretisierung 1 mit der geringeren Anzahl der Elemente wird die E
ke genau getro�en, w

�

ahrend

bei der Diskretisierung 2 die S
hnittlinie re
hts von der E
ke verl

�

auft. Dieser Unters
hied liegt

an der feineren Au


�

osung des Randes bei der Diskretisierung 2, wodur
h die S
hnittlinien n

�

aher

an den S
hwera
hsen liegen k

�

onnen.
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Anzahl der Prozessoren

Diskretisierung 1, Minimum
Diskretisierung 1, Maximum
Diskretisierung 2, Minimum
Diskretisierung 2, Maximum

Abbildung 4.11: Partitionierung

Die dur
hs
hnittli
hen, minimalen und maximalen Elementanzahlen der Partitionen der bei-

den Diskretisierungen sind in Tabelle 4.1 und 4.2 zu sehen. In Abbildung 4.11 sind f

�

ur beide

Diskretisierungen der Quotient aus Minimum bzw. Maximum der Elementanzahl und der dur
h-

s
hnittli
hen Elementanzahl dargestellt. Zu erkennen ist, dass die Diskretisierung mit der h

�

ohe-

ren Elementanzahl und damit den feineren Elementen geringere Abwei
hungen der Minima und

Maxima in den Elementanzahlen gegen

�

uber dem Dur
hs
hnitt hat. Dies liegt an der feineren

Diskretisierung des Randes, wodur
h die S
hnittlinie n

�

aher an der S
hwera
hse liegen kann.

4.6.1 Laufzeitverhalten

Die Gesamtlaufzeit der parallelen Bere
hnung setzt si
h aus mehreren Teilen zusammen. Ein

Teil ist die Netzgenerierung, ein anderer Teil die Geometrieaufteilung. Der restli
he Teil setzt

si
h unter anderem aus dem Einlesen der Daten, Bestimmen der Netzqualit

�

at und Ausgeben

der Ergebnisdaten zusammen. In Abbildung 4.12 sind die Zeiten f

�

ur beide Diskretisierungen f

�

ur

jeweils 2 und 32 Prozessoren dargestellt. Das sequentiell ablaufende Teilen der Geometrie dauert

bei einer gr

�

o�eren Anzahl von Elementen absolut gesehen l

�

anger. Da die Gesamtzeit bei einer

h

�

oheren Prozessorenanzahl geringer ist, wirkt si
h dieser Anteil relativ gesehen no
h st

�

arker aus.
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4 Parallele Netzgenerierung

Anzahl der Elementanzahl Elementanzahl Elementanzahl

Prozessoren Dur
hs
hnitt Minimum Maximum

1 1924 1924 1924

2 960 916 1004

4 474 446 506

8 228 205 257

16 117 102 135

32 60 49 73

Tabelle 4.1: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 1

Anzahl der Elementanzahl Elementanzahl Elementanzahl

Prozessoren Dur
hs
hnitt Minimum Maximum

1 12716 12716 12716

2 6370 6115 6525

4 3150 2992 3339

8 1606 1498 1766

16 788 709 898

32 409 343 474

Tabelle 4.2: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 2

1 1 2 2Diskretisierung

2322 32Anzahl der Proz.

Teilen der Geometrie

Netz generieren

Rest

100

50

0

Z
ei

t i
n 

%

Abbildung 4.12: Zeiten
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4.6 Beispiel

Die zu vernetzende Fl

�

a
he ist bei h

�

oheren Elementanzahlen kleiner. Hierdur
h verringert si
h

die Zeit f

�

ur das parallel ablaufende Vernetzen bei gr

�

o�erer Prozessorenanzahl.

Die dargestellten Zeitmessungen wurden auf einem Linux-Cluster mit Pentium-II 350 MHz

Prozessoren mit jeweils 128 MB Spei
her und einem 100 MBit Swit
h Netzwerk dur
hgef

�

uhrt.

F

�

ur Diskretisierung 1 betr

�

agt der Zeitanteil f

�

ur das Teilen der Geometrie 1.89 % bei zwei

Prozessoren und 19.19 % bei 32 Prozessoren. Das parallel ablaufende Vernetzen brau
ht 75.8 %

bzw. 67.6 % der Laufzeit. Hierdur
h

�

andert si
h das Verh

�

altnis

"

Netz generieren\ zu

"

Geometrie

teilen\ von 1 : 40:1 auf 1 : 3:5. F

�

ur die Diskretisierung 2 betr

�

agt der Anteil f

�

ur das Teilen 1.45 %

sowie 6.92 % der Zeit und der Anteil f

�

ur das Netzgenerieren 81.0 % bzw. 72.2 %. Das Verh

�

altnis

Netzgenerieren zu Geometrieteilen ist daher 1 : 55:8 sowie 1 : 10:4.

1

2

4

8

16

32

1 2 4 8 16 32

S
p
ee

d
-u

p

Anzahl der Prozessoren

Netz 1
Netz 2

Abbildung 4.13: Speed-up
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Abbildung 4.14: EÆzienz
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4 Parallele Netzgenerierung

In der EÆzienz (Abbildung 4.14) und im Speed-up (Abbildung 4.13) s
hlagen si
h diese

Verh

�

altnisse nieder. Die EÆzienz der Diskretisierung liegt bei zwei Prozessoren bei 96.2 % und

bei 32 Prozessoren bei 85.6 %. Bei der Diskretisierung 1 sieht man, dass eine parallele Bere
hnung

des Netzes mit mehr als vier Prozessoren ung

�

unstig ist. Bei mehr als vier Prozessoren f

�

allt

die Kurve der EÆzienz stark ab, da hier der sequentielle Anteil dur
h Teilen bzw. Einlesen

und Rauss
hreiben einen zu gro�en Anteil an der Gesamtzeit beanspru
ht. Die EÆzienz bei 32

Prozessoren liegt daher bei 35.2 %, was einer Leistung von nur 11.2 Prozessoren entspri
ht.

4.6.2 Netzqualit

�

at

In Abbildung 4.16 ist die Verteilung des Form-Kriteriums f

�

ur die Diskretisierung 1 f

�

ur eine Par-

tition und f

�

ur 32 Partitionen dargestellt. Zu erkennen ist, dass der im Verh

�

altnis deutli
h gr

�

o�ere

Anteil von Elementen am Rand keinen wesentli
hen Ein
uss auf die Qualit

�

at der Elemente hat.

Das Form-Kriterium f

�

ur die einzelnen Elemente ist in Abbildung 4.15 abgebildet. Entlang der

Teilungskanten be�nden si
h Elemente mit besserer Qualit

�

at, im Inneren des Gebietes be�nden

si
h die Elemente mit s
hle
hterer Qualit

�

at (Abbildung 4.16).

a) b)
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Abbildung 4.15: Form-Kriterium a) eine Partition b) 32 Partitionen

Abbildung 4.16: Form-Kriterium (wei� =̂ gute Qualit

�

at, s
hwarz =̂ s
hle
hte Qualit

�

at) a) eine

Partition b) a
ht Partitionen
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5 Netzgenerierung geote
hnis
her

Systeme

5.1 Motivation

Zur Simulation der Vorg

�

ange in einer Baugrund-Tragwerk-Struktur hat si
h die Methode der

Finiten-Elemente als geeignet herausgestellt. Mit ihr ist es m

�

ogli
h, sowohl das komplexe Mate-

rialverhalten des Feststo�es abzubilden als au
h die zeitabh

�

angigen Setzungs- und Flie�vorg

�

ange

zu simulieren. Die Bes
hreibung des Verhaltens des Bodens kann unter Verwendung der

"

Theorie

der Por

�

osen Medien\ die Interaktion der drei Phasen des Bodens, des Kornger

�

usts, des Fluids

und des Gases, unter Verwendung der

"

Mis
hungstheorie\ und des

"

Konzept der Volumenan-

teile\ ges
hehen [Hartmann und Mei�ner 1987℄ [Ehlers 1998℄. Die Simulation der zeitabh

�

angi-

gen Vorg

�

ange der r

�

aumli
hen Baugrund-Tragwerk-Struktur ist auf Grund der Komplexit

�

at und

der Problemgr

�

o�e f

�

ur praxisrelevante Problemstellungen auf einem seriellen Re
hner ni
ht mehr

sinnvoll dur
hf

�

uhrbar. Eine parallel ablaufende Finite-Elemente-Simulation erm

�

ogli
ht die Hand-

habung gr

�

o�erer Systeme.

Baugrund-Tragwerk-Strukturen lassen si
h unter Ber

�

u
ksi
htigung des komplexen geote
hni-

s
hen Systems sowie der zugeh

�

origen Lasten und Randbedingungen aufgrund ihrer Komplexit

�

at

nur s
hwer manuell diskretisieren. Eine Automatisierung der Vernetzung ist hier daher eben-

so wie eine Partitionierung der resultierenden Diskretisierung erforderli
h. Im Rahmen dieser

Arbeit wird daher untersu
ht, wie man dur
h eine parallele Netzgenerierung ein automatis
h

partitioniertes Finite-Elemente-Netz einer Baugrundstruktur erh

�

alt.

5.2 Projektionste
hnik

Zur Finite-Elemente-Simulation der Baugrund-Tragwerk-Struktur wird unter anderem das Pro-

gramm FEAP [Taylor 1998℄ mit der in [Ehlers 1998℄ bes
hriebenen Implementierung der Mehr-

phasentheorie verwendet. Aufgrund der numeris
hen Vorz

�

uge werden hier Hexaederelemente

den Tetraederelemeten vorgezogen. Wie s
hon in Abs
hnitt 3.1.6 bes
hrieben, existieren zur

Zeit no
h keine allgemeing

�

ultigen Algorithmen zur Erzeugung von Hexaedernetzen. Das Er-

zeugen der Baugrunddiskretisierung wird daher mit der Projektionste
hnik dur
hgef

�

uhrt. Die

Projektionste
hnik ist eine Vorgehensweise zur Erzeugung von Prisma-Netzen, die auf einer

2

1

2

D-Darstellung der Geometrie basiert und aus den folgenden S
hritten besteht:

S
hritt 1: Alle geometris
hen Gegebenheiten des CAD-Modells (Abbildung 5.1 a)), wie z.B.

die geote
hnis
hen Konstruktionselemente, die Gebietsberandung, die Bohrpro�le sowie
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die Fixpunkte werden auf eine Ebene in Form von Linien, Polygonz

�

ugen und einzelnen

Punkten projiziert. F

�

ur eine Platte mit vier Pf

�

ahlen ist die Projektion in Abbildung 5.1

b) dargestellt.

a) b)

Abbildung 5.1: Projektionste
hnik a) CAD-Modell, b) Linien

S
hritt 2: Auf Basis der Linien, Polygonz

�

uge und Punkte wird ein Dreie
knetz erstellt (Ab-

bildung 5.2 a)). Die hierf

�

ur verwendeten Netzgeneratoren sind in [Olden 1998℄ bzw. in

[Shew
huk 1997℄ bes
hrieben. Aus diesem Netz wird unter Verwendung der in Abs
hnitt

3.1.5 bes
hriebenen Algorithmen ein Netz aus Viere
kelementen erzeugt (Abbildung 5.2

b)).

a) b)

Abbildung 5.2: Projektionste
hnik a) Dreie
kelementnetz b) Viere
kelementnetz

S
hritt 3: Die Viere
kelemente werden in die Tiefe projiziert, wodur
h man Hexaederelemente

erh

�

alt. Hierf

�

ur muss zuerst die notwendige Gesamtanzahl von Elements
hi
hten ermittelt

werden. Diese ergibt si
h aus der Anzahl der Bodens
hi
hten, deren Unterteilungen und

den jeweiligen Konstruktionselementen innerhalb der Bodens
hi
hten. Die untereinander

liegenden Knoten werden an Stelle der Knoten des 2D-Netzes erzeugt. Die Hexaederele-
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5.3 Verbessertes Erzeugen der Bauteil-Elemente

mente werden nun als n

�

a
hstes unter Verwendung der untereinander liegenden Knoten und

der Viere
kelemente generiert (Abbildung 5.3 und 5.4) und jedem Element ein Material

zugewiesen.

a) b)

Abbildung 5.3: Hexaeder-Elemente-Netz a) Gr

�

undung b) Baugrund

Abbildung 5.4: Hexaeder-Elemente-Netz

5.3 Verbessertes Erzeugen der Bauteil-Elemente

Der Einbau von geote
hnis
hen Konstruktionselementen ist mit der Projektionste
hnik ni
ht

immer m

�

ogli
h. In einigen F

�

allen entstehen Netze mit s
hle
hter Qualit

�

at. Ein Problem stellen

W

�

ande dar. Dur
h die Vorgabe eines Re
hte
ks als Berandung im 2D-Dreie
knetz (Abbildung

5.5 a)) entstehen im Viere
knetz dur
h die oben dargestellte Umwandlung zwei nebeneinander
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liegende Elementreihen f

�

ur jede Wand (Abbildung 5.5 b)). Hierdur
h erh

�

alt man im Hexaeder-

netz unn

�

otig viele Elemente.

a)

b)

Abbildung 5.5: a) Dreie
knetz einer Wand, b) resultierendes Viere
knetz

5.3.1 W

�

ande

Bei wandartigen Bauteilen, wie z.B. Spundw

�

anden, S
hlitzw

�

anden oder einfa
hen W

�

anden, han-

delt es si
h um Bauteile, bei der die Di
ke wesentli
h kleiner ist als die Kantenl

�

angen in den

anderen Ri
htungen. In Ri
htung der Di
ke der Bauteile ist es daher sinnvoll, nur eine Elem-

entlage innerhalb des Bauteils zu generieren. Bei der Erzeugung der Viere
kelemente aus Drei-

e
kelementen kann es, wie in Abbildung 5.5 dargestellt, zu mindestens zwei Elements
hi
hten

innerhalb der Wand kommen.

�
�
�
�

Wand

Loch

������������
������������
������������
������������

Abbildung 5.6: Vergr

�

o�ertes Wandlo
h in Dreie
knetz

Die Anzahl der Elementlagen in Ri
htung der Di
ke des Bauteils kann dur
h eine neu ent-

wi
kelte Vorgehensweise auf ein Element reduziert werden. Hierbei wird f

�

ur das Dreie
knetz

jeweils ein Lo
h an der Stelle der Wand vorgegeben. Dieses Lo
h hat die doppelte Breite der

Wand (Abbildung 5.6). Na
h der Generierung wird das Lo
h im Hexaedernetz mit einem re-

gelm

�

a�igen Netz gef

�

ullt. Die Kante des zus

�

atzli
hen Lo
hes wird gegl

�

attet und vers
hwindet

so.

Die Festlegung des zus

�

atzli
hen Lo
hes ist re
ht aufwendig. Hierbei ist immer die Interaktion

mit anderen Bauteilen zu ber

�

u
ksi
htigen. Beim Aufeinandertre�en von zwei oder mehreren

W

�

anden sind ni
ht nur die W

�

ande miteinander zu vers
hneiden, sondern au
h die zus

�

atzli
hen

Wandl

�

o
her. Diese k

�

onnen dur
h das Vers
hneiden gr

�

o�er oder kleiner werden (siehe Abbildung
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�
�

�
�
�
�

zusätzliches Loch

Wand

Verschneidungsfläche

Abbildung 5.7: Vers
hneiden der W

�

ande

5.7). Falls direkt neben der Wand auf einer Seite innerhalb des m

�

ogli
hen zus

�

atzli
hen Lo
hes

ein Bauteil liegt, das dur
h das Lo
h verloren gehen w

�

urde, muss das Lo
h auf der anderen Seite

der Wand erzeugt werden.

5.3.2 Pf

�

ahle

Pf

�

ahle sind runde Bauteile. Bei der Verwendung der Mehrphasen-Theorie, bei der die Geometrie

nur dur
h das lineare 8-Knoten-Hexaederelement angen

�

ahert wird, ist die Abbildung der Run-

dung nur dur
h die Ann

�

aherung als n-E
k m

�

ogli
h. Die Anzahl der Elemente innerhalb des

Pfahls kann variabel gehalten werden.

a) b) 
)

Abbildung 5.8: a),b) di
ker Pfahl, 
) d

�

unner Pfahl

Bei der Generierung der Pf

�

ahle wird zwis
hen d

�

unnen und di
ken Pf

�

ahlen unters
hieden.

Ob ein Pfahl als d

�

unn oder di
k gilt, wird dur
h das Verh

�

altnis des Pfahldur
hmessers zur

angestrebten Elementgr

�

o�e in der Umgebung bestimmt.
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Bei d

�

unnen Pf

�

ahlen werden in jeder Elements
hi
ht des Pfahls nur vier Elemente generiert.

Hieraus folgt, dass der Pfahl au
h au�en nur maximal a
ht Kanten haben kann und somit als

A
hte
k generiert wird (Abbildung 5.8 
)). Im Dreie
knetz wird ein Lo
h in der Form eines

Quadrates erzeugt. Na
h der Generierung der Pfahlelemente werden die mittleren Knoten auf

den Kanten des vorherigen Lo
hes auf die Kreis


�

a
he gezogen, wodur
h aus dem viere
kigen

Quers
hnitt ein a
hte
kiger Quers
hnitt entsteht. Ein Gl

�

atten des umgebenden Netzes ist an-

s
hlie�end notwendig.

Di
ke Pf

�

ahle werden ebenfalls dur
h das Herauss
hneiden eines Lo
hes erzeugt. Im Gegensatz

zu den d

�

unnen Pf

�

ahlen wird hier das Lo
h im Netz immer als A
hte
k oder 16-E
k erzeugt. Die

Hexaederelemente innerhalb der Pf

�

ahle werden na
h vorgegebenen Mustern dreidimensional

erzeugt. Eine ans
hlie�ende Ausrundung des Lo
hes wird dur
hgef

�

uhrt. Au�erdem wird das

Netz in der Umgebung und unterhalb des Pfahls gegl

�

attet. Dur
h die Vorgabe von vers
hiedenen

Mustern ist es m

�

ogli
h, re
ht einfa
h die Qualit

�

at der Diskretisierung des Pfahls zu

�

andern. Bei

einfa
heren Anforderungen an das Elementnetz ist die Diskretisierung na
h Abbildung 5.8 a)

ausrei
hend, bei h

�

oheren Anforderungen ist z.B. die Verwendung des Netzes in Abbildung 5.8

b) m

�

ogli
h.

5.4 S
hneiden von Bauteilen

Beim Teilen der Geometrie zur parallelen Netzgenerierung na
h Abs
hnitt 4 ist bei Bauteilen

wie W

�

anden und Pf

�

ahlen auf eine sinnvolle Teilung zu a
hten.

5.4.1 W

�

ande

W

�

ande sollen nur re
htwinklig zur Wanda
hse ges
hnitten werden. Bei s
hr

�

agen S
hnitten, wie

z.B. bei dem in Abbildung 5.9 a) dargestellten S
hnitt, ist das Generieren von Hexaedern mit

brau
hbarer Qualit

�

at unm

�

ogli
h. Bei der Implementierung des S
hnittalgorithmus muss daher

das s
hr

�

age S
hneiden der L

�

o
her f

�

ur W

�

ande verhindert werden. Erlaubt ist nur das S
hneiden

der W

�

ande senkre
ht zur Wanda
hse, wie in Abbildung 5.9 b) dargestellt. Ein Finite-Elemente-

Netz einer ges
hnittenen Wand ist in Abbildung 5.11 dargestellt.

Schnittlinie

Lochberandung

Knoten

a)

b)

Abbildung 5.9: S
hnitt dur
h Wand
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Abbildung 5.10: Finite-Elemente-Netz mit S
hnitt dur
h Wand

5.4.2 Pf

�

ahle

Beim S
hneiden von Pf

�

ahlen ist darauf zu a
hten, dass der Innenwinkel der Geometrie na
h dem

S
hnitt ni
ht zu spitz ist. In Abbildung 5.11 a) wir der Pfahl sehr nah am Rand ges
hnitten.

Der zum re
hten Netz geh

�

orende Teil des Pfahls muss Elemente mit extrem spitzen Winkeln

bekommen. Sinnvoller ist hier eine S
hnittf

�

uhrung um den Pfahl herum (Abbildung 5.11 b))

oder dur
h den Mittelpunkt des Pfahls (Abbildung 5.11 
)).

Schnittlinie

Lochberandung

Knoten

a) b) c)

Abbildung 5.11: S
hnitt dur
h Pfahl

5.5 Randbedingungen

In dreidimensionalen unstrukturierten Netzen ist wegen des Zeitaufwandes ein manuelles Erzeu-

gen von Randbedingungen f

�

ur die Finite-Elemente-Bere
hnung fast unm

�

ogli
h [Ruben 2000℄.

Basierend auf der Bes
hreibung der Randbedingungen wird eine automatis
he Zuordnung und

Interpolation zu den Knoten entwi
kelt.
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5.5.1 Nat

�

urli
he Randbedingungen

Die Interpolation der nat

�

urli
hen Randbedingungen f

�

ur die Knoten ist aufgrund der Mehrpha-

sentheorie komplex. In der verwendeten Implementation der Mehrphasentheorie im Programm

FEAP ist die Anzahl der Freiheitsgrade in den Knoten eines Elementes vers
hieden (Abbildung

5.12). Die Festk

�

orpervers
hiebungen sind in allen Knoten der Elemente vorhanden und haben

einen quadratis
hen Ansatz. Der Ansatz f

�

ur den Poren
uiddru
k ist linear und der zugeh

�

orige

Freiheitsgrad ist nur in den E
kknoten der Elemente vorhanden. Die Kantenmittenknoten der

Elemente haben daher jeweils einen Freiheitsgrad weniger.

Verschiebung

Verschiebung und Porenfluiddruck

Abbildung 5.12: Freiheitsgrade eines Hexaederelementes

Nat

�

urli
he Randbedingungen auf Linien F

�

ur die Bere
hnung des Zu
usses aus einer Linie

ist folgendes Integral zu l

�

osen:

Q =

Z

�

v

�v

Linien

�N d�

v

Hierbei sind als Formfunktionen N die linearen Formfunktionen entspre
hend Abbildung 5.13

einzusetzen. �v ist der Volumenstrom senkre
ht zum Rand und �

v

die Linie, l

�

angs der der Zu
uss

auftritt.

���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������

Abbildung 5.13: Lineare Formfunktion

Die Ersatzlasten in den Knoten, die aus Linienlasten entstehen, lassen si
h dur
h das folgende

Integral bes
hreiben:

F =

Z

�

�

~p �N d�

�

Hierbei sind ~p die Linienlast und �

�

die Linien, auf der die Last einwirkt. Zur Interpolation

m

�

ussen hier die quadratis
hen Formfunktionen entspre
hend Abbildung 5.14 verwendet werden.
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���������
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����������������

Abbildung 5.14: Quadratis
he Formfunktion

Nat

�

urli
he Randbedingungen auf Fl

�

a
hen Der Volumenstrom, der 


�

a
hig einwirkt, muss

folgenderma�en auf die Knoten verteilt werden:

Q =

Z

A

v

Z

�v �N dA

v

Als Formfunktionen N sind hier die linearen Formfunktionen f

�

ur Viere
kelemente na
h Ab-

bildung 5.15 zu verwenden.

Abbildung 5.15: Lineare Formfunktion

Die Verteilung der Fl

�

a
henlasten wird dur
h das Integral:

F =

Z

A

�

Z

~q �N dA

�

bes
hrieben. Hierbei ist f

�

ur die Formfunktion das Serendipity-Element anzusetzen (Abbildung

5.16).

a) b)

Abbildung 5.16: Quadratis
he Formfunktionen
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5.5.2 Wesentli
he Randbedingungen

Eine Zuordnung der wesentli
hen Randbedingungen zu den Knoten wird automatisiert. Dies

k

�

onnen zum einen verhinderte Vers
hiebungen bzw. der zu Null gesetzte Poren
uiddru
k und

zum anderen vorgegebene Vers
hiebungen bzw. ein vorgegebener Poren
uiddru
k sein. Hierf

�

ur

ist die Anwendung der in Abs
hnitt 4.4 dargestellten Geometrieoperationen notwendig.

5.6 Kontaktproblematik

5.6.1 Pf

�

ahle

Zur

�

Ubertragung der Lasten eines Bauwerkes in tieferliegende S
hi
hten verwendet man Tief-

gr

�

undungen, die meistens aus Pf

�

ahlen bestehen. Die Kraft

�

ubertragung des Pfahls ges
hieht dur
h

die Pfahlfu�kraft sowie dur
h die Pfahlmantelkraft. Die zul

�

assige Pfahlkraft ergibt si
h daher

aus [Rodatz 1992℄:

q

Zul

=

1

�

(Q

r

+Q

s

) (5.1)

wobei � der Si
herheitsbeiwert, Q

r

= A

m

� �

m

die Pfahlmantelkraft und Q

s

die Pfahlfu�-

kraft ist. An der Mantel


�

a
he des Pfahls ges
hieht die Kraft

�

ubertragung dur
h Reibung des

Bodenk

�

orpers gegen den Pfahl. Die Gr

�

o�e der Mantelreibung h

�

angt von der Ober


�

a
henbe-

s
ha�enheit des Pfahls und der S
herfestigkeit des Baugrundes ab und w

�

a
hst daher mit der

senkre
ht zur Pfahlober


�

a
he wirkenden e�ektiven Normalspannung.

Qr

sQ

Q

Abbildung 5.17: Kraft

�

ubertragung am Pfahl
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5.6.2 Kontakt


�

a
hen

Im Kontaktberei
h zwis
hen Baugrund und Bauteilen k

�

onnen Relativbewegungen der Ober-




�

a
hen auftreten, wodur
h Reibkr

�

afte zwis
hen Baugrund und Bauteil aktiviert werden. Eine

starre Koppelung der Finiten-Elemente ist hier nur im Ausnahmefall zul

�

assig. In der in

[Wriggers 1998℄ bes
hriebenen Implementierung des Kontakts in das Finite-Elemente-Programm

FEAP [Taylor 1998℄ werden zur Koppelung des Finite-Elemente-Netzes im Berei
h der Kontakt-

zone Kontakt


�

a
hen verwendet, die zur Bes
hreibung der si
h aneinander bewegenden K

�

orper

dienen. In Abbildung 5.18 sind die Kontakt


�

a
hen f

�

ur den Pfahl dargestellt. Zur Verdeutli
hung

wurde der Pfahl in der Abbildung im Dur
hmesser ges
hrumpft.

Baugrund-Element

Pfahl-Element

Kontaktfläche

Kontaktfläche

Pfahl

Baugrund

Abbildung 5.18: Kontakt


�

a
he am Pfahl

Zur Generierung der Kontakt


�

a
hen wird das Netz entlang des Pfahlmantels aufges
hnit-

ten. F

�

ur alle Knoten im Berei
h des Pfahlmantels werden doppelte Knoten an der geometris
h

glei
hen Stelle erzeugt, sodass f

�

ur den Baugrund als au
h f

�

ur den Pfahl jeweils ein Finite-

Elemente-Knoten vorhanden ist. Sowohl f

�

ur den Boden als au
h f

�

ur den Pfahl wird jeweils eine

Kontakt


�

a
he erzeugt, die den Pfahlmantel bes
hreibt und aus Viere
kelementen besteht.

In Abbildung 5.19 sind zwei Finite-Elemente-Netze abgebildet, mit denen Belastungsversu
he

von Pf

�

ahlen mit dem Programm FEAP na
hgere
hnet wurden. Zur Reduzierung des numeri-
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a) b)

Abbildung 5.19: Ges
hnittener Pfahl a) Ausgangsnetz b) mit lokaler Verfeinerung

s
hen Aufwandes wurden Symmetrien ausgenutzt. Zur Verbesserung der Bere
hnungsergebnisse

der Bere
hnung mit dem in Abbildung 5.19 a) dargestellten Netz wurde eine Verfeinerung im

Berei
h der Kontaktzone mit der in Abs
hnitt 3.3.4 bes
hriebenen dreier-Verfeinerung f

�

ur Hexa-

ederelemente dur
hgef

�

uhrt (Abbildung 5.19 b)).
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Bei der bes
hriebenen Vorgehensweise zur Parallelisierung von Netzgeneratoren muss man zwi-

s
hen drei Teilmodellen unters
heiden. Das eine Teilmodell verwaltet die Bes
hreibung der zu

vernetzenden Problemstellung in Form eines CAD-Modells. Das Geometrie-Modell dient der

Teilung des Kontinuums und der zweidimensionalen Netzgenerierung. Als Ergebnis erh

�

alt man

ein Finite-Elemente-Modell, in dem au
h Randbedingungen vorhanden sind.

6.1 CAD-Modell

Zur Bes
hreibung und Verwaltung der CAD-Daten der Gr

�

undung eines Bauwerkes und des

umgebenden Baugrundes wurde das CAD-Modell entwi
kelt. Dieses besteht aus drei Teilen:

dem Baugrundmodell, dem Bauzustandsmodell sowie dem Konstruktionselemente-Modell.

6.1.1 Baugrund-Modell

Das Baugrundmodell dient der Verwaltung des Baugrundes mit allen Parametern. In diesem Mo-

dell wird der Baugrund selbst bes
hrieben. Hierf

�

ur ist zum einen die Bes
hreibung der Gel

�

andeo-

ber


�

a
he und zum anderen eine Bes
hreibung der S
hi
htung und der Materialien des Bodens

erforderli
h. Zur Bes
hreibung der Ober


�

a
he werden Digitale-Gel

�

ande-Modell-Punkte (DGM-

Punkte) verwendet. Die Informationen

�

uber die S
hi
htung des Bodens erh

�

alt man in der Regel

aus Bohrpro�len. Bohrpro�le geben Auskunft

�

uber die Reihenfolge, die Di
ke und die Mate-

rialien der S
hi
hten im Baugrund an jeweils einer Stelle im Gebiet und sind daher Teil des

Baugrundmodells.

DGM_Punkt

Punkt Punkt

Bohrprofil

Tiefen
Material

GT_Umriss

Punkt

Bodenmodell

Abbildung 6.1: Klassendiagramm Baugrund-Modell

Die Begrenzung des Gebietes in Form eines Umrisses ist ein weiterer Teil des Baugrund-

Modells. Der Umriss besteht aus einem ges
hlossenen Polygonzug und bes
hreibt die

�

au�ere
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Grenze des Gebietes, die au
h als Bere
hnungsgrenze f

�

ur eine Finite-Elemente-Simulation ver-

wendet wird.

6.1.2 Bauzustandsmodell

Die Modellierung von komplexen Baugrund-Tragwerk-Systemen ist oft nur unter Ber

�

u
ksi
h-

tigung des Bauablaufes m

�

ogli
h. Hierbei ist es erforderli
h, Na
hweise f

�

ur vers
hiedene Bau-

zust

�

ande und den Endzustand des Bauwerkes dur
hzuf

�

uhren.

Name

Bauzustand

Anfang
Ende

Bauzustandsmodell

RandbedingungenLastenGT_Element

Abbildung 6.2: Klassendiagramm Bauzustands-Modell

Jeder Bauzustand besteht aus einer Liste von Elementen, die zu dem Bauzustand vorhanden

sind. Des weiteren sind Lasten und Randbedingungen abh

�

angig vom Bauzustand. Daher besteht

jeder Bauzustand, wie in Abbildung 6.2 dargestellt, aus eine Liste von Bauzust

�

anden, einer Liste

von Lasten und einer Liste von Randbedingungen.

6.1.3 Konstruktionselemente-Modell

Geote
hnis
he Konstruktionselemente lassen si
h grob in zwei Arten unterteilen. Die einen Ele-

mente dienen der Gr

�

undung eines Bauwerkes und werden daher als Gr

�

undungselemente bezei
h-

net, die anderen Elemente dienen dem Verbau einer Baugrube und werden daher Verbauelemente

genannt.

In Abbildung 6.3 ist das Klassendiagramm f

�

ur das Konstruktionsmodell dargestellt.

Gr

�

undungselemente sind Platten, Einzelfundamente, Streifenfundamente und Pf

�

ahle. Verbau-

elemente sind Spundw

�

ande und S
hlitzw

�

ande sowie Aushubelemente, die zur Bes
hreibung des

entfernten Bodens verwendet werden.
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GT_Aushub

Knoten
Tiefen1

PunktInElement()

GT_Verbau

PunktInElement()

GT_Schlitzwand

Laenge
Tiefe
Dicke
Mittelpunkt
Rotation
Material

PunktInElement()

GT_Spundwand

Laenge
Tiefe
Profil
Mittelpunkt
Rotation
Material

PunktInElement()

GT_Element

PunktInElement()

Bauzustande

GT_Streifenfundament

Laenge
Breite
Dicke
Mittelpunkt
Rotation
Material

PunktInElement()

GT_Platte

Laenge
Breite
Dicke
Mittelpunkt
Rotation
Material

PunktInElement()

GT_Pfahl

Laenge
Radius
Mittelpunkt
Rotation
Material

PunktInElement()

GT_Einzelfundament

Laenge
Breite
Dicke
Mittelpunkt
Rotation
Material

PunktInElement()

GT_Gruendung

PunktInElement()

Abbildung 6.3: Klassendiagramm Konstruktionselemente-Modell

6.2 Geometrie-Modell

Die Bes
hreibung der Geometrie ebener Tragwerke ist dur
h die Verwendung von Polygonz

�

ugen,

Linien, L

�

o
hern und Punkten m

�

ogli
h. Hierbei stellen z.B. Polygonz

�

uge die Au�enkanten der zu

vernetzenden Platte dar, Linien die Stellen der Lagerung oder Belastung dur
h W

�

ande sowie

Punkte die Stellen an denen St

�

utzen die Platte punktuell unterst

�

utzen. L

�

o
her werden unter

anderem f

�

ur S
h

�

a
hte oder Treppen ben

�

otigt. Bei der verwendeten Projektionste
hnik dienen

die Polygonz

�

uge na
h der Projektion auf die zweidimensionale Ebene der Bes
hreibung des Ge-

bietsrandes. Linien und L

�

o
her werden zum Einbau von geote
hnis
hen Konstruktionselementen

ben

�

otigt. DGM-Punkte und Bohrpro�le sind als Punkte auf der Ebene vorhanden.

Zweieinhalbdimensionale Strukturen k

�

onnen

�

ahnli
h wie ebene Tragwerke bes
hrieben wer-

den. Als zus

�

atzli
he Informationen kommen Koordinaten in der 3. Ri
htung hinzu. Bei der

Implementierung des Netzgenerators f

�

ur zweieinhalbdimensionale Netze wurde das Augenmerk

auf geote
hnis
he Problemstellungen gelenkt. Die 3. Koordinate ergibt si
h in diesen F

�

allen zum

einen aus den S
hi
htinformationen, die si
h aus Bohrpf

�

ahlen gewinnen lassen, und zum anderen

aus den Tiefen der Ober- und Unterkanten der vers
hiedenen Gr

�

undungs- und Verbauelemente.

Eine Geometrie muss daher aus einem Randpolygon, Linien, L

�

o
hern und Punkten bestehen.

Bei der Teilung eines Polygonzuges k

�

onnen aus einem Polygonzug zwei Polygonz

�

uge, d.h. zwei

Geometrien, entstehen. F

�

ur die rekursive Teilung der Geometrie werden von allen geometris
hen
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10..*
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2..*

Kante
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Eckknotenflag
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Tiefenkoordinaten

Polygonzug

Kanten 2..*

2

SchnittpunkteErmitteln()

ZwischenknotenErzeugen()

Teilen()

Abbildung 6.4: Klassendiagramm Geometrie

Elementen die Tr

�

agheitsmomente und der S
hwerpunkt ben

�

otigt. Die Teilung wird dur
h eine

S
hnittlinie bes
hrieben, wobei die geometris
hen Elemente jeweils nur an vorhandenen Punkten

geteilt werden d

�

urfen.

In Abbildung 6.4 ist das Klassendiagramm f

�

ur die Verwaltung der Geometrien dargestellt. Als

Basisklasse mit den grundlegenden Eigens
haften von Geometrien, wie z.B. Fl

�

a
he oder S
hwer-

punkt, wurde die Klasse Geoliste entwi
kelt. Von ihr werden die Klassen Geometrieliste,

Geometrie und Polygonzug abgeleitet. Mit der Klasse Polygonzug werden Randpolygone, Li-

nien und L

�

o
her von ebenen Geometrien verwaltet. Die Klasse Geometrie fasst die dur
h einen

Randpolygonzug umrandeten Teile einer Geometrie zusammen. Mehrere Objekte der Klasse

Geometrie werden mit der Klasse Geometrieliste verwaltet bzw. bei der Bere
hnung von

S
hwerpunkt oder Tr

�

agheitsmomenten zusammengefasst.

Eine Geometrie sowie ein Polygonzug bestehen aus Objekten der Klasse Punkt, die zur Be-

s
hreibung eines geometris
hen Punktes dienen. Zur rekursiven Teilung der Geometrie besteht

die Klasse S
hnittlinie. Diese bes
hreibt den Kantenzug, entlang dem eine Geometrie geteilt

wird.
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6.3 Finite-Elemente-Modell

Dieses Teilmodell bes
hreibt das bei der Netzgenerierung entstehende Finite-Elemente-Netz und

besteht aus vers
hiedenen Finiten-Elementen sowie aus den zugeh

�

origen Knoten.

FiniteElementKnoten

Koordinaten
Koppelknotenflag

Topologiekriterium()

Material

PrismaElement

Kontaktflaeche

FiniteElement

6,15
VerfeinerungEinbauen()
NetzVerbessern()
Glaetten()

8,20

3,6

DreieckElement ViereckElement

VerfeinerungEinbauen()
NetzVerbessern()
Glaetten()

4,8

HexaederElement

1..*1..* 1..* 1..*1..*1..*1..* 1..*

1

1

1

1

NatuerlicheRandbedingung

1..*1..*

0..*0,1

WesentlicheRandbedingung

1..* 4

Formkriterium()

Umkreiskriterium()
Geometriekriterium()

Formfunktion()
AbgeleiteteFormfunktion()
Verfeinern()

Bauzustaende

Abbildung 6.5: Klassendiagramm Finite-Elemente-Modell

Als Basisklasse f

�

ur die vers
hiedenen Finite-Elemente ist die Klasse FiniteElement entstan-

den. Diese Klasse beinhaltet zum einen allgemein den Zeiger auf die Knoten, aber au
h virtuelle

Methoden, wie z.B. die Methoden zur Bere
hnung der Qualit

�

at der Elemente, die Formfunk-

tionen oder die Netzverfeinerung. Des weiteren enth

�

alt jedes Element Informationen

�

uber die

Bauzust

�

ande, zu denen das Element vorhanden ist. Die vers
hiedenen Finiten-Elemente leiten

si
h von dieser Klasse ab. Bei den ebenen Elementen sind dies die Dreie
kelemente, die mit

der Klasse Dreie
kElement, und die Viere
kelemente, die mit der Klasse Viere
kElement be-

s
hrieben werden. Die Klasse Viere
kElement besitzt im Gegensatz zu Dreie
kElement no
h

Methoden zur Netzverbesserung na
h Kapitel 3.2.2. Als dreidimensionale Elemente sind zum

einen ein Prisma mit dreie
kiger Grund


�

a
he mit der Klasse Prismaelement und zum anderen

ein Hexaeder mit der Klasse Hexaederelement implementiert.

Die Knoten des Finite-Elemente-Netzes werden mit der Klasse FiniteElementKnoten dar-

gestellt. Diese enth

�

alt zum einen die Koordinaten des Punktes, aber au
h ein Koppelknoten
ag,
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anhand dessen ein m

�

ogli
her Partnerknoten bei der Kommunikation gefunden werden kann.

Knotenorientierte Qualit

�

atskriterien zur Bes
hreibung der Netzqualit

�

at, wie z.B. das Topologie-

Kriterium, sind ebenfalls in der Klasse FiniteElementKnoten implementiert.

6.4 Geometris
h sortierte Datenstrukturen

Zur Verwaltung der Finiten-Elemente und deren Knoten gibt es vers
hiedene Herangehenswei-

sen. In vielen

�

alteren Finite-Elemente-Programmen werden hierf

�

ur meistens Felder, in neueren

Programmen oft au
h Listen verwendet. F

�

ur Finite-Elemente-Programme ist dies au
h in der Re-

gel ausrei
hend, da ein geometris
hes Su
hen na
h Elementen oder Knoten ni
ht notwendig ist.

F

�

ur Netzgenerierungsprogramme sind Felder und Listen allerdings unzurei
hend, da hier h

�

au�g

geometris
h na
h Knoten oder Elementen, wie z.B. bei der Einarbeitung von Randbedingungen,

gesu
ht werden muss.

{C}

{B}

{A}

{E}
{D}

C

D

E

A

B

Abbildung 6.6: Quadtree-Struktur

Geometris
h sortierte Datenstrukturen sind im eindimensionalen Fall Bin

�

arb

�

aume, im zwei-

dimensionalen Fall Quadtree-Strukturen und im dreidimensionalen Fall O
tree-Strukturen. Am
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Beispiel der Quadtree-Struktur wird nun die Funktionsweise dieser geometris
h sortierten Da-

tenstrukturen demonstriert. Bin

�

arb

�

aume und O
tree-Strukturen funktionieren ihrer Dimensio-

nalit

�

at entspre
hend.

In Abbildung 6.6 sind einzelne Finite-Elemente eines Netzes und der zugeh

�

orige Quadtree

dargestellt. F

�

ur das Gebiet, in dem si
h die Elemente be�nden, wird ein ums
hlie�endes Re
hte
k

mit a
hsenparallelen Kanten gesu
ht. Dieses Re
hte
k wird rekursiv in jeweils vier glei
h gro�e

Re
hte
ke geteilt, solange Elemente in eins der jeweiligen Teilre
hte
ke passen. Jedes Viere
k

besitzt eine Liste mit Elementen sowie vier Zeiger auf Viere
ke, die Teile dieses Viere
ks sind.

Elemente, die ni
ht vollst

�

andig in eines der unteren Viere
ke passen, werden in der Liste abgelegt,

die anderen den jeweiligen Viere
ken zugeordnet und dort rekursiv weiter sortiert. So ist in

Abbildung 6.6 das Elemente A nur der obersten Ebene zuzuordnen, w

�

ahrend das Element C in

der 3. Unterebene einzusortieren ist. Beim geometris
hen Su
hen in einem Quadtree ist jeweils

nur ein Ast der Baumstruktur abzusu
hen, weshalb si
h gerade bei gro�en Datenmengen enorme

Zeitvorteile ergeben.

a) b) 
)

Abbildung 6.7: Netze zum Verglei
hen der Zugri�szeiten

Die Anwendbarkeit der geometris
h sortierten Datenstrukturen wurde an vers
hiedenen Bei-

spielen untersu
ht. Am Beispiel eines Quadrates mit 24�24 Elementen (Abbildung 6.7 a)), eines

Quaders mit 24�24�33 Elementen (Abbildung 6.7 b)), eines Quaders mit 24�24�10 Elemen-

ten (Abbildung 6.7 
)) und des Baugrundmodells des TREPTOWERS in Berlin aus Abs
hnitt

7.2 mit 49442 Elementen soll die Anwendbarkeit gezeigt werden.

Als Abbru
hkriterium beim Aufbauen der Quadtree-Struktur f

�

ur Finite-Elemente ist festge-

legt, dass sie komplett innerhalb des Viere
ks liegen m

�

ussen, um hinterher au
h wieder gefunden

werden zu k

�

onnen. Knoten k

�

onnen in beliebig kleine Gebiete einsortiert werden um wieder ge-

funden zu werden. Als Abbru
hkriterium ist hier daher festgelegt, dass ni
ht mehr als 10 Knoten

in einem Viere
k vorhanden sein d

�

urfen.

Das zeitli
he Verhalten f

�

ur das Su
hen na
h einem Viere
kelement f

�

ur das 1. Beispiel ist

in Abbildung 6.8 dargestellt. Gesu
ht wurde jeweils 100 mal na
h einem Knoten bzw. na
h
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Abbildung 6.8: Zeiten zum Su
hen in der Datenstruktur f

�

ur ein Quadrat mit 24 � 24

Elementen

einem Element. Der Vorteil der Quadtree-Struktur ist deutli
h zu erkennen. Die Su
hzeiten f

�

ur

Elemente im Quadtree betragen nur

1

60

der Su
hzeit der Elemente in der Liste. F

�

ur Knoten

ergibt si
h das Verh

�

altnis

1

53

.

In Abbildung 6.9 sind die Zeiten f

�

ur 100 mal Su
hen in Listen-, Quadtree- und O
tree-

Struktur f

�

ur das 2. Beispiel dargestellt. Die Su
he na
h einem Element ist mit der Quadtree-

Struktur am s
hnellsten, gefolgt von der O
tree-Struktur. Die Verh

�

altnisse zur Su
hzeit in der

Liste sind

1

191

bzw.

1

154

. F

�

ur die Knoten ist die s
hnellste Su
he in der O
tree-Struktur m

�

ogli
h.

Die Verh

�

altnisse zur Liste sind hier:

1

778

und

1

2232

.

Finite-Elemente-Modelle von Baugrundstrukturen haben in der Regel eine geringe Tiefe im

Verglei
h zu den restli
hen Ausdehnungen des Modells. Dies wird mit dem Beispiel 3 na
hge-

bildet. Das Verh

�

altnis der Zugri�szeiten (Abbildung 6.10) f

�

ur die Su
he na
h Elementen ist f

�

ur

den Quadtree

1

204

und f

�

ur den O
tree

1

43

im Verglei
h zu den Zeiten in der Liste. F

�

ur die Su
he

na
h Knoten sind die Verh

�

altnisse

1

532

und

1

726

. Hierbei sieht man deutli
h, dass die Su
he im

O
tree trotz seines dreidimensionalen Zugri�s ni
ht s
hneller ist als das Su
hen im Quadtree.

Das Beispiel Treptower zeigt

�

ahnli
he Verh

�

altnisse f

�

ur die Zugri�szeiten (Abbildung 6.11).

Die Zeit zum Su
hen na
h einem Knoten im Quadtree betr

�

agt

1

28

der Zeit f

�

ur die Liste, die Zeit

f

�

ur den O
tree ist

1

19

. Die Su
he na
h einem Knoten ist au
h f

�

ur dieses Beispiel deutli
h s
hneller

mit dem O
tree. Hierbei ist das Verh

�

altnis zur Zeit der Liste

1

7937

. Das Verh

�

altnis Su
hzeit im

Quadtree zur Su
hzeit in der Liste ist

1

4949

.

Ein Zeitvorteil der O
tree-Struktur gegen

�

uber der Quadtree-Struktur kann nur f

�

ur Knoten,

aber ni
ht f

�

ur Elemente gezeigt werden. Erkl

�

aren l

�

asst si
h dies dur
h die Abma�e der Geometrie

der Beispiele. Bei w

�

urfelf

�

ormigen Geometrien und w

�

urfelf

�

ormigen Elementen, wie in Beispiel 2,

stellt der O
tree eine Alternative zur Liste f

�

ur die Su
he na
h Elementen dar. Sind die Abmes-
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Quadtree 0.248 9 0.00093 10

O
tree 0.379 7 0.00057 8

Abbildung 6.11: Zeiten zum Su
hen in der Datenstruktur f

�

ur ein Baugrundmodell mit

49442 Elementen

sungen der Geometrie ni
ht w

�

urfelf

�

ormig, sondern ist eine Kante des ums
hlie�enden Quaders

gro� oder klein gegen

�

uber den anderen Kanten, haben die Teilquader ebenfalls unausgewoge-

ne Seitenverh

�

altnisse. Die O
tree-Struktur kann dann nur mit einer sehr geringen Anzahl von

Ebenen erzeugt werden, da die Elemente in einer Ri
htung s
hon na
h wenigen Rekursionen

ni
ht mehr in die Teilquader passen. Der glei
he E�ekt ist bei Elementen zu �nden, die in ei-

ner Ri
htung lang oder kurz gegen

�

uber den anderen Ri
htungen sind. Die Elemente lassen si
h

s
hle
ht in untere Ebenen eine O
trees einordnen, da sie in einer Koordinatenri
htung in der

Regel ni
ht in einen Teilquader passen. In Abbildung 6.11 sind die Anzahlen der Ebenen f

�

ur die

Quadtree-Struktur und die der O
tree-Struktur f

�

ur das Beispiel TREPTOWERS dargestellt.

Die Quadtree-Struktur hat zwei Ebenen mehr, wodur
h die Anzahl der Elemente, die in der

untersten Ebene

�

uberpr

�

uft werden m

�

ussen, si
h auf etwa

1

16

der Anzahl der Elemente, die si
h

in der O
tree-Struktur be�nden, reduziert. Bei Finite-Elemente-Modellen aus dem Berei
h der

Geote
hnik, die mit einer Projektionste
hnik erstellt wurden, ist die Tiefe der Modelle meist

klein gegen

�

uber den

�

ubrigen Ausma�en. Oft haben die Elemente au
h eine s

�

aulenartige Form.

Hierbei hat si
h der Quadtree gegen

�

uber dem O
tree als deutli
h bessere Datenstruktur zur

Verwaltung der Elemente erwiesen.

6.5 Paralleler Ablauf

Der parallele Ablauf der Netzgenerierung ist s
hematis
h in Abbildung 6.12 f

�

ur die Vernetzung

mit vier Prozessoren abgebildet. Zu Beginn liest ein Prozessor das CAD-Modell ein. Ans
hlie-
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�end werden die Daten dur
h eine Kommunikation den anderen Prozessoren zur Verf

�

ugung

gestellt. Jeder Prozessor diskretisiert als n

�

a
hstes den Gebietsrand sowie Linien und L

�

o
her ent-

spre
hend der Verteilungsfunktion der Netzdi
hte. Parallel wird ans
hlie�end eine Teilungslinie

unter Verwendung der S
hwera
hsenmethode ermittelt. Die Geometrie wird geteilt, wobei der

ni
ht ben

�

otigte Teil der Geometrie gel

�

os
ht und die Teilungslinie als Kante in die Geometrie

eingebaut werden. Die Diskretisierung der Teilungslinie ist ans
hlie�end erforderli
h. Rekursiv

wird das Teilen der Geometrie und das Diskretisieren der Teilungslinie solange wiederholt, bis

jeder Prozessor nur no
h die Teilgeometrie hat, die er vernetzen muss. Ans
hlie�end wird das

Netz parallel generiert.

Das Zustandsdiagramm in Abbildung 6.13 stellt die einzelnen S
hritte der parallelen Netz-

generierung auf einem Prozessor genauer dar. Zuerst wird die Grundgeometrie aufgebaut. Wie

s
hon bes
hrieben, ist es notwendig, eine Diskretisierung auf allen Kanten der Geometrie vorzu-

nehmen, um die Kommunikation zwis
hen den Prozessoren zu vermeiden. Dies ges
hieht, indem

auf allen Kanten Knoten im Abstand entspre
hend der Wi
htungsfunktion eingef

�

ugt werden.

Als n

�

a
hstes wird ein grobes Dreie
knetz erzeugt, bei dem si
h die E
kpunkte der Dreie
ke in

den E
kpunkten der Geometrie be�nden. Unter Verwendung dieses groben Netzes k

�

onnen die

Fl

�

a
henintegrale f

�

ur den S
hwerpunkt und die Tr

�

agheitsmomente bere
hnet werden.

In den n

�

a
hsten S
hritten wird zuerst der Ursprung der Geometrie in den S
hwerpunkt ver-

s
hoben. Unter Verwendung der Haupta
hsen wird die S
hnittlinie ermittelt und die Geometrie

daran geteilt. Ans
hlie�end ist entlang des S
hnittes eine Diskretisierung der Kanten notwendig.

Falls eine weitere rekursive Teilung notwendig ist, d.h. wenn die Rekursionsanzahl kleiner ist als

die Dimension des zur Verf

�

ugung stehenden Hyper
ubes des Parallelre
hners, folgt eine erneute

Vernetzung mit Dreie
ken, um die Fl

�

a
henintegrale f

�

ur die aktuelle Geometrie zu bere
hnen. Ist

eine weitere Teilung ni
ht notwendig, wird direkt ein Dreie
knetz erzeugt.

F

�

ur Viere
kelemente und Hexaederelemente ist als n

�

a
hstes eine Umwandlung des Dreie
k-

netzes in ein Viere
knetz notwendig. Dies wird auf die in Abs
hnitt 3.1.4 bes
hriebene Art

dur
hgef

�

uhrt. Eine Gl

�

attung und Verbesserung des Netzes na
h Abs
hnitt 3.2 unter Ber

�

u
ksi
h-

tigung der Qualit

�

atskriterien ist ans
hlie�end notwendig.

Als n

�

a
hstes werden f

�

ur Prismaelemente und Hexaederelemente die Knoten in der Tiefe unter

Ber

�

u
ksi
htigung aller geometris
hen Bedingungen erzeugt. Unter Verwendung der neu entstan-

denen Knoten werden aus den ebenen Elementen dreidimensionale Elemente erzeugt.

Ans
hlie�end ist der Einbau einer lokalen Verfeinerung na
h Abs
hnitt 3.3 m

�

ogli
h, bevor die

Randbedingungen f

�

ur die Finite-Elemente-Bere
hnung den Netzknoten zugewiesen werden. Als

Abs
hluss der Netzgenerierung wird das Netz entweder in eine Datei ges
hrieben oder die Daten

werden direkt einem anderen Programm zur Verf

�

ugung gestellt.
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6.5 Paralleler Ablauf

Geometrie transformiert

transformieren

verbessertes Vierecknetz

Netz verbessern, glätten

Schwerpunkt und Momente berechnen

Dreiecknetz erzeugt

triangulieren

Teilungsdaten  ermittelt

Teilen

Geometrie geteilt

Zwischenknoten erzeugen

Schnittlinie diskretisiert
[n < Dimension]

Dreiecknetz erzeugt

Netz erzeugen[n == Dimension]

lokale Verfeinerungen eingebaut

Netz umwandeln

Vierecknetz erzeugt

[Vierecke, Hexaeder]

[Dreiecke]

[Vierecke]

Säulenstruktur aufbauen

Netz mit Prismaelementen

[Prismaelemente]

Säulenstruktur aufbauen

Netz mit Hexaederelementen

[Hexaeder]

Netz verfeinern

Netz verfeinern

Grundgeometrie aufgebaut

2D Geometrie aufbauen

Grundgeometrierand diskretisiert

Zwischenknoten erzeugen

Ausgabe

Finite-Element-Eingabedatei erzeugt

Randbedingungen einarbeiten

Randbedingungen
einarbeiten

Randbedingungen eingearbeitet
Randbedingungen einarbeiten

Abbildung 6.13: Zustandsdiagramm
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6 Objektorientierte Modellierung

6.6 Implementierung

Der Prototyp ist in der Programmierspra
he C++ implementiert. Die Verwaltung der Daten

ges
hieht unter Verwendung der Standard Template Library (STL) und den in Abs
hnitt 6.4

bes
hriebenen geometris
h sortierten Datenstrukturen. Zur Kommunikation der Prozesse wird,

um eine m

�

ogli
hst gro�e Portabilit

�

at zu erhalten, sowohl das Message-Passing Interfa
e (MPI)

als au
h die Parallel Virtual Ma
hine (PVM) verwendet.

Die Wahl der Programmierspra
he C++ ges
hah aus vers
hiedenen Gr

�

unden. Zum einen gibt

es nur stabil laufende Netzgeneratoren, zu denen man au
h den kompletten Quell
ode erh

�

alt, in

der Programmierspra
he C. Des weiteren steht MPI bis heute nur in den Programmierspra
hen

C und FORTRAN zur Verf

�

ugung. PVM l

�

asst die Wahl o�en, ob FORTRAN, C oder JAVA

verwendet wird.

Dur
h die Wahl von PVM als au
h von MPI wird eine m

�

ogli
hst gro�e Portabilit

�

at des

Programm
odes angestrebt. Die Wahl der Bibliothek ges
hieht dur
h Pr

�

aprozessordirektiven.

Ausf

�

uhrbare Programme existieren f

�

ur Sun Workstation
luster, den Parsyte
 PowerXPlorer

als au
h f

�

ur Linux-Netzwerke. Zur

�

Ubersetzung des Codes k

�

onnen sowohl Compiler der Hard-

warehersteller als au
h Compiler aus dem GNU-Projekt verwendet werden. Die unters
hiedli
hen

Hardwaretopologien sowie die lei
ht unters
hiedli
hen Implementierungen der Bibliotheken und

Compiler ergeben f

�

ur die glei
hen Problemstellungen teilweise sehr unters
hiedli
he Re
henzei-

ten. Die resultierenden Finite-Elemente-Netze sind die glei
hen.
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7 Anwendungsbeispiele

Basierend auf den in den vorigen Kapiteln bes
hriebenen Algorithmen und dem in Kapitel 6

bes
hriebenen objektorientierten Entwurf wurde ein Prototyp entwi
kelt. Anhand dieses Proto-

typs soll an zwei Beispielen aus dem Bauingenieurwesen die Leistungsf

�

ahigkeit der Algorithmen

und des Entwurfs gezeigt werden.

7.1 Ho
hbauplatte - Liederhalle Stuttgart

Zur Demonstration des Prototyps an einem zweidimensionalem Beispiel wird eine De
kenplatte

der Liederhalle in Stuttgart verwendet. Das Modell

�

ahnelt in den Proportionen der realisierten

Platte, bei der Lagerung, der Belastung und den Materialien wurden jedo
h Annahmen getro�en.

Der Grundriss der Platte ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Die Platte hat mehrere L

�

o
her sowie

eine gro�e Aussparung im Berei
h des Zus
hauerraums der Halle. Gelagert ist die Platte zum

einen auf W

�

anden und zum anderen auf punktf

�

ormigen St

�

utzen. Als Belastung wurde eine

Glei
h


�

a
henlast auf der gesamten Platte angenommen.
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Abbildung 7.1: Liederhalle: Grundriss der Platte
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7 Anwendungsbeispiele

Die Vernetzung der Platte mit Viere
kelementen wurde mit vers
hiedenen Netzdi
hten dur
h-

gef

�

uhrt. Im Rahmen dieser Arbeit werden hiervon zwei Diskretisierungen vorgestellt. Bei der

ersten Diskretisierung wird als Netzdi
hte 2 Meter f

�

ur die angestrebte Kantenl

�

ange vorgege-

ben. Das resultierende Netz hat 
a. 3.500 Elemente. F

�

ur die zweite Diskretisierung wird eine

Kantenl

�

ange von 1 Meter angestrebt, wobei das resultierende Netz 
a. 16.000 Elemente aufweist.

7.1.1 Diskretisierung 1

Die Diskretisierung 1 hat die maximale Kantenl

�

ange, um die Geometrie der Platte mit konstan-

ter Elementgr

�

o�e abbilden zu k

�

onnen. Das resultierende Netz ist in Abbildung 7.2 dargestellt.

Die Partitionierungen f

�

ur Bere
hnungen mit vier und a
ht Prozessoren sind in den Abbildungen

7.3 und 7.4 zu sehen. Deutli
h erkennbar ist hierbei, dass die Partitionierung f

�

ur a
ht Pro-

zessoren dur
h die Teilung der Gebiete der Partitionierung f

�

ur vier Prozessoren entsteht. Die

Elementanzahlen der partitionierten Netze sind Tabelle 7.1 zu entnehmen.

Abbildung 7.2: Liederhalle: Elementnetz Diskretisierung 1

Dur
h die au�ermittige gro�e

�

O�nung in der Platte kommt es bei der ersten Teilung zu einer

unglei
h gro�en Teilung der Platte. Daher sind die Elementanzahlen bei der Bere
hnung mit zwei

Prozessoren unters
hiedli
h und der eine Prozessor hat hierbei sogar zwei Teilgebiete. Bedingt

wird dies dur
h die S
hwera
hsenmethode, bei der die Geometrie mit einer Linie dur
h den

S
hwerpunkt geteilt wird. Die gro�e

�

O�nung bewirkt, dass Teile der Geometrie mit kleiner Fl

�

a
he
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7.1 Ho
hbauplatte - Liederhalle Stuttgart

Anzahl der Elementanzahl Elementanzahl Elementanzahl

Prozessoren Dur
hs
hnitt Minimum Maximum

1 3484 3484 3484

2 1747 1537 1956

4 852 728 997

8 434 449 518

16 224 162 272

Tabelle 7.1: Liederhalle: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 1

Abbildung 7.3: Liederhalle: Partitionierung mit vier Prozessoren
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7 Anwendungsbeispiele

Abbildung 7.4: Liederhalle: Partitionierung mit a
ht Prozessoren

und gro�em Hebelarm den glei
hen Ein
uss haben wie Teile der Geometrie mit gro�er Fl

�

a
he

und kleinem Hebelarm. Daher ist die erste Teilung der Geometrie problematis
h und bewirkt,

dass die eine Teilgeometrie 44 % der Fl

�

a
he und die andere 56 % der Fl

�

a
he bekommt. Die

weiteren Teilungen sind ausgewogener. Dur
h die rekursiven Teilungen hat na
h vier Teilungen

der Prozessor mit der gr

�

o�ten Elementanzahl daher fast 70 % mehr Elemente als der Prozessor

mit der geringsten Elementanzahl.

7.1.2 Diskretisierung 2

Mit der Diskretisierung 2 wird eine wesentli
h feinere Au


�

osung des Netzes angestrebt. Die Kan-

tenl

�

angen betragen etwa 1 Meter, woraus si
h eine Gesamtanzahl von etwa 16500 Elementen

ergibt. Die Diskretisierung f

�

ur einen Prozessor ist in Abbildung 7.5 dargestellt. Die Partitio-

nierungen f

�

ur mehrere Prozessoren entspre
hen mit minimalen Abwei
hungen aufgrund einer

anderen Randdiskretisierung den Partitionierungen der Diskretisierung 1.

Bei der rekursiven Teilung der Platte ergibt si
h wieder das Problem der gro�en

�

O�nung. Die

feinere Diskretisierung am Rand aufgrund der feineren Netzdi
hte bewirkt eine etwas g

�

unstige-

re Teilung der Geometrie bei der ersten Teilung als bei der Diskretisierung 1. Das Verh

�

altnis

der Elementanzahlen f

�

ur zwei Prozessoren ist hier 54% zu 46 %. Die weiteren Teilungen sind

wiederum g

�

unstiger als die erste. Na
h vier Teilungen hat das kleinste Teilgebiet 67% der Ele-
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7.1 Ho
hbauplatte - Liederhalle Stuttgart

Anzahl der Elementanzahl Elementanzahl Elementanzahl

Prozessoren Dur
hs
hnitt Minimum Maximum

1 16350 16350 16350

2 8274 7612 8935

4 4054 3577 4646

8 2106 1752 2369

16 1046 858 1280

Tabelle 7.2: Liederhalle: Elementanzahlen der Netze der Diskretisierung 2

mente des gr

�

o�ten Teilgebietes. Die feinere Diskretisierung und damit die h

�

ohere Au


�

osung des

Geometrierandes bewirken ein exakteres Tre�en der S
hwera
hsen. Die Teilung der Geometrie

ist dadur
h besser und die Elementanzahlen in den Teilgebieten ausgegli
hener.

Abbildung 7.5: Liederhalle: Elementnetz Diskretisierung 2
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7 Anwendungsbeispiele

7.1.3 E�ektivit

�

at der Parallelisierung

Die E�ektivit

�

at der Parallelisierung des Netzgenerators ist im Speed-up-Diagramm in Abbildung

7.6 und im EÆzienz-Diagramm in Abbildung 7.7 dargestellt. Die unglei
hm

�

a�ige Teilung im

ersten Rekursionss
hritt, bedingt dur
h die gro�e

�

O�nung f

�

ur den Zus
hauerraum in der Platte,

wirkt si
h auf die EÆzienz stark aus. Die weiteren unglei
hm

�

a�igen Teilungen f

�

uhren zu einer

EÆzienz von 59,6 % f

�

ur die Diskretisierung 1 und von 53,1 % f

�

ur die Diskretisierung 2 bei der

Verwendung von 16 Prozessoren.

1

2

4

8

16

1 2 4 8 16

S
p

ee
d

-u
p

Anzahl der Prozessoren

Netz 1
Netz 2

Abbildung 7.6: Liederhalle: Speed-up

Die E�ektivit

�

at der feineren Diskretisierung ist immer s
hle
hter als die der groberen. Dies

liegt daran, dass f

�

ur die feinere Diskretisierung der sequentielle Aufwand geringer ist, da die

Randdiskretisierung weniger Knoten hat. Hierdur
h ist der Aufwand f

�

ur die Triangulierung des

Gebietes zum L

�

osen der Integrale sowie das L

�

osen der Integrale selber au
h wesentli
h geringer.
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Abbildung 7.7: Liederhalle: EÆzienz
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7.2 Gr

�

undung - TREPTOWERS Berlin

7.2 Gr

�

undung - TREPTOWERS Berlin

Als reales Demonstrationsbeispiel f

�

ur eine zweieinhalb-dimensionale Baugrundstruktur wird die

Gr

�

undung des Ho
hhauses TREPTOWERS in Berlin-Treptow ausgesu
ht. Das Ho
hhaus steht

in der N

�

ahe der Spree auf dem ehemaligen Gel

�

ande des VEB Kombinats Elektro-Anlagen-

Werke und ist mit 31 Oberges
hossen insgesamt 121.5 m ho
h. Gegr

�

undet ist das Geb

�

aude mit

einer Kombinierten-Pfahl-Platten-Gr

�

undungmit einer 37,1 m � 37,1 m gro�en Fundamentplatte

(Abbildung 7.8). Insgesamt 54 mantelverpresste Bohrpf

�

ahle mit einer L

�

ange zwis
hen 12,5 m

und 16 m be�nden sind unterhalb der Platte.

Abbildung 7.8: TREPTOWERS: S
hnitt und Grundriss

Der Baugrund besteht aus einer 
a. drei Meter di
ken S
hi
ht aus ni
ht tragf

�

ahigen organi-

s
hen B

�

oden, unter der eine etwa 32 m di
ke S
hi
ht aus we
hselgelagerten pleistoz

�

anen Sanden
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7 Anwendungsbeispiele

und Kiesen ansteht. Unterhalb dieser S
hi
ht be�ndet si
h eine pleistoz

�

ane Ges
hiebemergel-

s
hi
ht.

7.2.1 Bauablauf

Die Gr

�

undungssohle be�ndet si
h f

�

unf Meter unterhalb des Grundwasserspiegels. Zur horizon-

talen Abdi
htung der Baugrube wurde eine ums
hlie�ende Spundwand eingebra
ht. Zur Verhin-

derung des Aussp

�

ulens des Bodens in der Baugrundsohle wurde eine Wei
hgelsohle verwendet,

die erst na
h dem Bohren der Pf

�

ahle erstellt wurde. Ans
hlie�end wurde der Aushub des Bodens

dur
hgef

�

uhrt und die Bodenplatte erstellt.

Abbildung 7.9: TREPTOWERS: Modellierung mit GTIS

Die Modellierung des Systems wurde mit dem Modellierungswerkzeug GTIS [Diaz 1998℄,

[S
h

�

onenborn 1999℄ entspre
hend dem Bauablauf dur
hgef

�

uhrt (Abbildung 7.9). Als Modellie-

rungsgebiet wird eine re
hte
kige Grund


�

a
he angenommen, deren Begrenzung 50 m entfernt

parallel zum Baugrubenrand liegt. Unterhalb der Pf

�

ahle wurde der Boden bis in eine Tiefe der

zweifa
hen maximalen Pfahll

�

ange modelliert.

Die Last auf die Gr

�

undung dur
h das Eigengewi
ht des Geb

�

audes steigert si
h w

�

ahrend des

Bauablaufes in mehreren S
hritten auf insgesamt 560 MN und wird als Glei
h


�

a
henlast auf
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�

undung - TREPTOWERS Berlin

der gesamten Plattenober


�

a
he angenommen. Als Randbedingung wird angenommen, dass die

Vers
hiebung am Rand des Modellierungsgebietes senkre
ht zum Modellierungsrand ni
ht mehr

vorhanden ist. Des weiteren werden die Spundwand als au
h die Baugrubensohle auf Grund der

Wei
hgelsohle als undur
hl

�

assig angenommen. Die Netzdi
hte ist am Rand des Gebietes relativ

grob mit einer Kantenl

�

ange von 5,0 m gew

�

ahlt. In der N

�

ahe der Baugrube wird eine feinere

Netzdi
hte mit einer Kantenl

�

ange von 2,5 m vorgegeben. Um eine brau
hbare Qualit

�

at des Netzes

im Berei
h der Baugrube mit den viele Pf

�

ahlen zu erm

�

ogli
hen, wird hier eine Kantenl

�

ange von

1,0 m gew

�

ahlt.

Abbildung 7.10: TREPTOWERS: Bauzustand na
h dem Einbringen der Spundw

�

ande

Der Bauzustand des Bodens na
h dem Einbringen der Spundw

�

ande ist in Abbildung 7.10 dar-

gestellt. Erkennbar sind im Finite-Elemente-Netz die Linien, die f

�

ur die sp

�

ater einzubringenden

Bauteile erforderli
h sind.

Abbildung 7.11 zeigt den Bauzustand der Baugrube na
h dem Aushub auf die endg

�

ultige

Baugrubentiefe. Im Boden be�nden si
h zu diesem Zeitpunkt au
h s
hon die mantelverpressten

Bohrpf

�

ahle. Das Finite-Elemente-Netz der fertiggestellten Gr

�

undung mit dem Baugrubenverbau

ist in Abbildung 7.12 dargestellt.
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7 Anwendungsbeispiele

Abbildung 7.11: TREPTOWERS: Bauzustand na
h Aushub

Abbildung 7.12: TREPTOWERS: Bauzustand na
h Fertigstellen der Gr

�

undung
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�
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Abbildung 7.13: TREPTOWERS: S
hnitt dur
h die Baugrube

Die Diskretisierung der Gr

�

undung und des Baugrubenverbaus ist in Abbildung 7.14 zu sehen.

Die zwei vers
hiedenen Sohltiefen der Baugrube sowie der Baugrubenverbau sind zu erkennen.

Des weiteren sind die 56 Bohrpf

�

ahle mit den vers
hiedenen L

�

angen zu sehen.

Abbildung 7.14: TREPTOWERS: Finite-Elemente-Netz der Gr

�

undung
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7 Anwendungsbeispiele

7.2.2 Parallele Netzgenerierung

Die parallele Netzgenerierung wird f

�

ur das Beispiel dur
hgef

�

uhrt. Bei der Steuerung der Partitio-

nierung dur
h die Lastverteilungsfunktion werden die angestrebte Elementgr

�

o�enverteilung f

�

ur

den Endzustand angenommen und alle Verbau- und Gr

�

undungselemente ber

�

u
ksi
htigt. Ni
ht

ber

�

u
ksi
htigt wird die Wegnahme von Elementen im System dur
h den Aushub der Baugrube.

Ein Ausglei
h der unters
hiedli
he Elementanzahlen na
h dem Aushub wird ni
ht dur
hgef

�

uhrt.

Abbildung 7.15: TREPTOWERS: Netz eines Prozessors bei der Generierung mit zwei Prozes-

soren

In Abbildung 7.15 und 7.16 sind die Teilnetze bei der Bere
hnung mit zwei bzw. vier Prozes-

soren f

�

ur den Bauzustand na
h dem Erstellen der Bodenplatte dargestellt.

Abbildung 7.16: TREPTOWERS: Netz eines Prozessors bei der Generierung mit vier Prozes-

soren
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�
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Die Partitionierung der Baugrundstruktur ist in Abbildung 7.17 als Draufsi
ht f

�

ur vier und

16 Prozessoren dargestellt. Der Algorithmus erstellt bei dieser doppelt symmetris
hen Problem-

stellung eine doppelt symmetris
he Partitionierung des Gebietes.

a) b)

Abbildung 7.17: TREPTOWERS: Partitionierung mit vier und 16 Prozessoren

Die kleineren Elemente im Berei
h der Baugrube bewirken, dass ein Prozessor, dessen Gebiet

im Berei
h der Grube liegt, eine kleinere Fl

�

a
he vernetzen muss als ein Prozessor, dessen Gebiet

am Modellrand liegt. Dieser Lastausglei
h gelingt dur
h die vorgegebene Lastverteilungsfunktion

relativ gut, so dass die Abwei
hungen der Elementanzahlen der einzelnen Prozessoren nur gering

gegen

�

uber dem Dur
hs
hnitt sind. In Tabelle 7.3 sind die dur
hs
hnittli
hen, die minimalen und

die maximalen Elementanzahlen der Diskretisierung f

�

ur die Partitionierungen mit maximal 32

Prozessoren dargestellt.

Anzahl der Elementanzahl Elementanzahl Elementanzahl

Prozessoren Dur
hs
hnitt Minimum Maximum

1 45583 45583 45583

2 23089 22817 23361

4 11540 11317 11937

8 5761 5466 6210

16 2885 2621 3247

32 1457 1196 1688

Tabelle 7.3: TREPTOWERS: Elementanzahlen

Die Lastverteilung funktioniert f

�

ur diese Beispiel wesentli
h besser als f

�

ur das Beispiel der

Ho
hbauplatte. Die Anzahl der Elemente im Teilgebiet mit der kleinsten Elementanzahl betr

�

agt
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7 Anwendungsbeispiele

bei der Bere
hnung mit 16 Prozessoren 80 % der Anzahl der Elemente des Teilgebietes mit der

gr

�

o�ten Anzahl von Elementen und bei 32 Prozessoren immerhin no
h 70 %.

7.2.3 E�ektivit

�

at der Parallelisierung

Die Bes
hleunigung der parallelen Bere
hnung gegen

�

uber der sequentiellen Bere
hnung ist in

Abbildung 7.18 in einem Speed-up-Diagramm dargestellt. Die hierf

�

ur notwendigen Zeitmessun-

gen wurden auf einem Linux-Cluster mit Pentium-II Prozessoren mit 350 MHz Taktfrequenz

und 128 MB Spei
her pro Prozessor dur
hgef

�

uhrt. Verwendet wurde ein 100 MBit Netzwerk mit

einem Swit
h als Verteiler.

1

2

4

8

16

32

1 2 4 8 16 32
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Abbildung 7.18: TREPTOWERS: Speed-up
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Abbildung 7.19: TREPTOWERS: EÆzienz
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7.2 Gr

�

undung - TREPTOWERS Berlin

Das in Abbildung 7.19 dargestellte EÆzienz-Diagramm zeigt deutli
h die gute EÆzienz der

Parallelisierung. F

�

ur Prozessoranzahlen von bis zu vier Prozessoren, bei denen die Elementan-

zahlen auf den Prozessoren nur gering vom Dur
hs
hnitt abwei
hen, wird eine EÆzienz von

jeweils

�

uber 90 Prozent errei
ht. Der s
hle
htere Lastausglei
h und der h

�

ohere sequentielle Auf-

wand bei h

�

oheren Prozessoranzahlen spiegeln si
h au
h im EÆzienz- und Speed-up-Diagramm

wieder. So liegt die EÆzienz bei 16 Prozessoren nur bei 82,7 % und bei der Bere
hnung mit 32

Prozessoren wird die Re
henleistung von 24,9 Prozessoren errei
ht, was einer EÆzienz von 78,1

% entspri
ht.
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8 Zusammenfassung und Ausbli
k

8.1 Dur
hgef

�

uhrte Arbeiten und Ergebnisse

Zur Dur
hf

�

uhrung einer Finite-Elemente-Bere
hnung auf einem Parallelre
hner ist eine partitio-

nierte Diskretisierung erforderli
h. Die vorliegende Arbeit zeigt einen alternativen Ansatz, bei

dem ni
ht zuerst eine komplette Diskretisierung oder ein grobes Hintergrundnetz erzeugt wer-

den muss. Ausgehend von einer CAD-Bes
hreibung des Systems wird eine Partitionierung der

Geometrie vorgenommen und die Diskretisierung auf den Koppelr

�

andern festgelegt. Ans
hlie-

�end wird eine Vernetzung der Teilgeometrien dur
hgef

�

uhrt.

F

�

ur zweidimensionale und f

�

ur r

�

aumli
he Problemstellungen wurde der Algorithmus ange-

wendet und mit Hilfe der objektorientierten Modellierung umgesetzt. Im zweidimensionalen Fall

wurde am Beispiel einer Ho
hbauplatte der Liederhalle in Stuttgart die Leistungsf

�

ahigkeit de-

monstriert. Baugrund-Tragwerk-Strukturen wurden als r

�

aumli
hes Anwendungsgebiet verwen-

det. Hierf

�

ur war die Entwi
klung von Algorithmen zur kompatiblen Vernetzung der Baugrund-

struktur, der Gr

�

undung und des Baugrubenverbaus mit Hexaederelementen notwendig. F

�

ur das

Ho
hhaus TREPTOWERS in Berlin wurde die Leistungsf

�

ahigkeit der parallelen Netzgenerie-

rung dargestellt.

Vers
hiedene geometris
he Qualit

�

atsbes
hreibungen f

�

ur Diskretisierungen wurden untersu
ht

und bewertet sowie Algorithmen zur Gl

�

attung und Netzverbesserung vorgestellt. Herangehens-

weisen zur lokalen Verfeinerung von Diskretisierungen wurden dargestellt und angewendet und

L

�

osungen f

�

ur spezielle Anforderungen der Verfeinerungen an die Lastverteilung entwi
kelt.

Die vorgestellte Vorgehensweise zur Parallelisierung von Netzgeneratoren hat Vor- und Na
h-

teile gegen

�

uber anderen Herangehensweisen. Na
hteilig im Verglei
h zu der sequentiellen Vernet-

zung mit ans
hlie�ender Partitionierung ist zum einen die Ausgewogenheit der Partitionierung.

Bei der Verwendung graphenbasierter Algorithmen zur Partitionierung des Netzes erh

�

alt man

Teilgebiete mit jeweils der ann

�

ahernd glei
hen Anzahl von Elementen. Dur
h die Partitionierung

der Geometrie mit dem vorgestellten Algorithmus kann es aufgrund der verwendeten S
hwer-

a
hsenmethode zu sehr unglei
h gro�en Teilgebieten kommen, besonders wenn die Anzahl der

Teilgebiete gro� ist oder, wie bei dem Beispiel der Ho
hbauplatte der Liederhalle, ein gro�es

Lo
h im zu vernetzenden Gebiet ung

�

unstige S
hnittlinien bewirkt.

Ein weiterer Na
hteil des Algorithmus gegen

�

uber der parallelen Netzgenerierung unter Zu-

hilfenahme eines Hintergrundnetzes liegt in der Komplexit

�

at beim Zerteilen der Geometrie,

was besonders bei komplizierten geometris
hen Verh

�

altnissen, wie z.B. bei vielen vorgegebenen

Linien, Kanten oder L

�

o
hern im Gebietsinneren, problematis
h ist und einen erh

�

ohten Re
hen-

aufwand erfordert. Bei diesen komplizierten geometris
hen Gegebenheiten hat der vorgestellte

Algorithmus aber au
h Vorteile. Diese liegen in der relativ guten Teilung der Geometrie, die bei
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8 Zusammenfassung und Ausbli
k

der Parallelisierung unter Zuhilfenahme eines Hintergrundnetzes nur dur
h eine hohe Au


�

osung

des Hintergrundnetzes errei
ht werden kann, was dann allerdings au
h zu s
hle
hten EÆzienzen

f

�

uhrt.

Die Partitionierung der Geometrie und ni
ht des Netzes oder eines Hintergrundnetzes hat

besonders Vorteile bei der Generierung extrem gro�er Netze mit vielen Elementen. Das Netz

oder ein Hintergrundnetz muss nie komplett auf einem Prozessor vorliegen. Hierdur
h errei
ht

man, dass Netze generiert werden k

�

onnen, die vom Spei
herbedarf her gesehen die Gr

�

o�e des

Hauptspei
hers eines Prozessors um ein Vielfa
hes

�

ubersteigen.

8.2 M

�

ogli
hkeiten f

�

ur die Weiterentwi
klung

Im Berei
h der Generierung der Diskretisierungen f

�

ur Baugrund-Tragwerk-Strukturen ist die

Entwi
klung von Algorithmen zur Vernetzung weiterer Bauteile erforderli
h. Hierbei ist an Bau-

teile wie D

�

amme, B

�

os
hungen, Tunnel oder Anker zu denken. Spezielle L

�

osungen sind hier au
h

f

�

ur die Parallelisierung zu su
hen. So ist z.B. bei Ankern das Problem der Verbindung des Anker-

kopfes mit der Verpressstre
ke bei der parallelen Bere
hnung s
hle
ht auf mehrere Prozessoren

verteilbar.

Bei zeitabh

�

angigen Problemstellungen, wie z.B. der Simulationsre
hnung der Konsolidierung

einer Gr

�

undung, k

�

onnen

�

Anderungen im System aufgrund von Bauzust

�

anden auftreten. Hierf

�

ur

ist die Entwi
klung einer Simulationssteuerung erforderli
h [Pahl u. a. 2000℄, die den einzelnen

Zeits
hritten eine Diskretisierung zuordnet und eine Interpolation der Systemgr

�

o�en von einer

Diskretisierung auf die n

�

a
hste

�

ubernimmt.

Die Partitionierung des Systems wird in der vorliegenden Arbeit statis
h dur
hgef

�

uhrt.

Na
htr

�

agli
he

�

Anderungen in der Diskretisierung, wie z.B. dur
h vers
hiedene Bauzust

�

ande oder

notwendige na
htr

�

agli
he Verfeinerungen, um Fehler in der Bere
hnung zu minimieren, k

�

onnen

zu Ver

�

anderungen in der Re
henlast der Teilgebiete f

�

uhren. Eine automatisierte Umverteilung

von Elementen w

�

are hier denkbar.
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